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前 言 


《数学 方法 论 ” 是 一 门 很 重要 的 学 问 ， 在 概念 上 它 理应 属于 
科学 方法 论 的 一 个 特殊 范畴 。 但 本 书 并 不 是 关于 数学 方法 论 的 系 
统 论 述 ， 而 只 是 选择 了 十 来 个 公认 为 比较 有 趣 的 专题 ， 对 它们 作 
了 介绍 、 分 析 和 讨论 。 这 些 介 绍 或 讨论 ， 相 信和 对 从 事 数 学 或 数理 
哲学 的 科研 工作 者 和 教师 们 会 有 一 定 的 参考 价值 

“ 尽 信 书 不 如 无 书 ” .。 建 议 读 考 要 尽 可 能 采取 科学 的 分 析 态 
度 来 阅读 这 本 蔬 。 对 书 中 提 型 的 许多 著名 数学 家 的 观点 和 宇 张 ， 
自然 不 宜家 目 尝 拜 ， 通 盘 搂 受 。 这 好 比 消 化 任何 食物 那样， 必须 
吸收 其 养料 ， 排 汲 其 精 葵 。 书 中 部 分 内 容 还 包含 闭 我 和 合作 者 们 
的 一 些 论 点 或 心得 ， 这 就 更 希望 读者 给 予 分 析 评 论 并 不 音 指正 ， 

本 局 主要 题材 是 根据 作者 近 两 年 来 在 大 连 、 长 春 、 武 汉 三 地 
讲课 用 的 提纲 和 讲义 充实 形成 的 。 南 京 大 学 、 辽 宁 师 院 等 高 校 数 
学 系 均 将 采用 本 书 开 设 选 修 课 程 。 如 所 知 ， 这 样 一 门 课程 在 国内 
外 尚未 正式 形成 讲授 科目 ， 所 以 并 无 现成 教材 可 资 借鉴 ， 因 此 ， 
这 里 无 论 是 题材 内 容 的 选择 或 是 讲授 方法 ， 才 不 能 认为 是 充分 定 
型 的 。 然 而 ,使 作者 感到 欣慰 的 是 :不 少数 学 专业 和 和 由 然 辩证 法 考 
业 的 高 年 级 学 生 和 和 研究 生 听 了 这 门 课 之 后 ， 认 为 无 论 在 数学 的 或 
哲学 的 思考 中 都 能 受到 启发 和 得 到 提高 。 

应 该 提 和 到 的 基 ， 本 书 第 3 讲 、 第 8 讲 与 第 9 讲 是 根据 作者 和 和 朱 
梧 柜 、 囊 相 兢 、 王 兴 华 、 郑 艇 信 等 同志 合作 的 论 交 改写 而 成 的 ， 

我 要 对 我 的 学 术 助 手 田 铁 虹 、 说 俊 斌 二 同志 和 组 合 数学 方向 


”的 研究 生 们 表示 谢意 ， 因 为 他 们 曾 耐 心地 帮助 养 清 了 原 往 。 还 应 


提 到 和 孙 革 局 志 ， 她 曾 分 担 了 整理 和 抄写 原稿 的 大 荆 工 作 。 最 后 ， 
我 特别 壮 对 华中 工学 院 出 版 社 将 朱 落 纳入 出 版 计划 以 及 编辑 部 
李 立 鹏 等 同志 所 付出 的 细致 劳动 表示 诚 誓 感 刘 。 


徐 利 滩 
1982 年 12 月 于 大 连 
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第 ! 讲 数学 方法 论 引 论 
$ 1 。 研究 数学 方法 论 的 意义 和 目的 


什么 I 方法论? 方法 论 (methodology) 就 是 把 荣 种 共同 的 发 
展 规律 和 和 研究 方法 作为 讨论 对 象 的 一 门 学 癌 。 英 文 methodology 
一 词 又 译 为 方法 党。 如 所 知 ， 各 门 科 学 都 有 方法 论 ， 数 学 当然 也 
有 它 自已 的 方法 论 。 

数学 方法 论 主 要 是 研究 和 讨论 数学 的 发 展 规律 、 数 学 的 村 想 
方法 以 及 数学 中 的 发 现 、 发 明 与 创新 等 法 则 的 一 门 学 问 。 

数学 是 一 门 工 其 性 很 强 的 科学 。 它 和 别 的 科学 比较 起 来 还 具 
有 较 高 的 抽象 性 等 特征 。 为 了 有 效 地 发 展 官 、 疏 进 它 、 应 用 它 或 
者 把 它 很 好 地 传授 给 学 生 们 ， 就 需要 对 这 门 科 学 的 发 展 规律 、 研 
帘 方 法 、 发 现 与 发 明 等 法 则 有 所 掌握 ， 因 此 ， 数 学 研究 工作 者 、 
数学 教师 、 科 技工 作者 , 庆 及 高 年 级 赤 学 生 , 和 研究 生 等 部 需要 知道 
一 些 数 学 方法 论 。 

出 于 数学 领域 里 的 许多 概念 与 奸 论 题材 都 是 通过 人 脑 的 抽象 
思维 形式 表现 出 来 的 ， 这 里 不 位 包含 有 思维 对 象 数 学 本 体 ) 的 - 
辩证 法 ， 而 生还 有 着 思维 运动 过 程 《认识 与 肥 喘 过程) 的 辩证 
法 。 所 以 数学 方法 论 还 给 哲学 家 、 自 然 状 证 法 研究 工作 省 以 吕 心 
理学 家 们 提供 了 值得 分 析 研 究 的 素材 。 凡 是 看 过 恩格斯 《自然 辩 
证 法 》 的 读者 都 知道 ， 即 使 在 初等 数学 里 也 充满 着 辨证 法 ， 

我 们 又 知道 ， 数 学 方法 论 中 的 许多 方法 和 原理 是 从 数学 发 展 
更 中 总 结 妇 纳 出 来 的 ， 所 以 数学 工作 者 还 必须 学 习 一 点 数学 史 。 

从 近代 数学 发 展 中 中、 我 们 看 到 有 许多 杰出 的 数学 家 曾 转 绕 


着 数学 基础 问题 展开 了 一 系列 争论 ,以 致 形成 了 各 个 著名 的 流派 ， 
如 逻辑 主义 派 、 直 觉 主义 派 、 形 式 主义 派 与 柏拉图 主义 派 等 。 直 
到 现今 ， 这 些 流派 的 观点 主张 对 数学 体系 的 内 在 发 展 ， 还 继续 产 
生 着 不 同 程度 的 影响 。 

各 个 数学 流派 对 待 数 学 基础 问题 的 研究 ， 各 有 其 方法 论 主 
张 。 事 实 上 ， 他 们 各 有 所 偏 ， 各 有 所 见 。 只 有 运用 科学 的 反映 论 
观点 ， 才 能 从 他 们 的 观点 主张 中 分 析 总 结 出 较为 正确 的 数学 方法 
论 观 点 。 因 此 ， 对 于 今日 的 数学 工作 者 说 来 ， 无 论 是 为 了 掌握、 
运用 或 者 去 发 展 数学 方法 论 ， 都 必须 自觉 地 采取 科学 的 反映 论 观 
点 《 芭 辩 证 法 的 反映 论 观 点 》 去 考察 问题 和 分 析 问 题 。 


§2 宏观 的 方法 论 与 微观 的 方法 论 


数学 科学 的 发 展 规律 可 以 从 数学 发 展 史 的 丰富 材料 中 归纳 分 
析出 来 。 由 于 数学 史 是 人 类 社会 科学 技术 发 展 史 的 一 个 组 成 部 
分 ， 数学 发 展 的 巨大 动力 源泉 与 社会 生产 实践 及 技术 发 展 的 害 观 
要 求 紧密 相连 。 因此， 数学 发 展 规 律 的 研究 ， 如 果 激 开 数 学 内 在 
因素 不 提 ， 那 是 属于 宕 观 的 数学 方法 论 范 晓 . 

数学 工作 者 研究 数学 课题 时 ， 也 可 以 不 考虑 数学 发 展 的 外 在 
推动 力 ， 专 就 数学 内 部 体系 结构 中 的 特定 问题 来 进行 分 析 研 究 ， 
这 样 。 就 需要 考虑 采取 最 有 效 的 数学 研究 方法 ， 和 需要 懂得 数学 发 
现 与 数学 创造 等 各 种 法 则 .这些 属于 研究 工作 者 个 人 必须 遵循 的 
方法 与 法 则 的 研究 ， 可 以 称 之 为 微 现 的 数学 方法 论 , 

看 来 ， 历 史上 最 卓越 的 数学 家 如 和 牛顿 、 欧 拉 、 高 斯 、 傅 立 
叶 、 拉 普 拉 斯 等 人 ， 既 精通 微观 的 数学 方法 论 ， 也 懂得 宏观 的 数 
学 方法 论 ， 理 则 ， 他 们 的 成 就 与 贡献 不 可 能 对 社会 生产 技术 的 发 . 
展 产生 那样 深远 的 影响 ， 一 般 说 来 凡是 共有 历史 眼 光 的 数学 
家 ， 他们 的 贡献 成 时， 往往 起 普 承 上 启 下 的 作用 ,因而 总 是 带 有 
经 外 不 灭 的 光一 。 怎 样 才 能 获得 “历史 眼光 ” 呢 ? 这 就 需要 通过 


数学 史 的 研究 去 理解 一 些 活 疯 数学 方法 论 的 基本 知识 ， 

这 里 值得 介绍 的 是 。 美 国 数学 救 授 M.Kline 曾 在 1972 年 出 版 
了 一 本 摩 达 1200 页 的 巨著 一 - 《古今 数学 思想 》， 系 统 地 竹 述 和 
总 结 了 古今 数学 思想 发 展 中 .该 书包 藏 大 量 的 题材 ， 可 作为 我 们 
研究 数学 方法 沦 的 一 本 宝贵 的 参考 资料 ， 还 有 E,T,Bell 的 一 本 
名 著 《 数 学 人 物 》《1937 年 出 版 ，1965 和 车 重 版 ) ， 其 中 兰 实 地 记 
录 了 古今 30 多 位 杰出 数学 家 的 生活 绿 历 与 工作 历史 ， 也 很 有 参考 
价值 。 

数学 家 成 长 规律 的 一 般 分 析 。 有 最 然 也 应 属于 宏观 的 方法 论 # 
但 本 书 只 着 重 讨 论 微观 的 数学 方法 论 ， 所 以 仪 借用 项 尔 伯 特 成 功 
的 典型 范例 来 描绘 一 下 关于 数学 人 才 成 长 的 社会 因素 的 作用 ， 


$3 ” 略 论 希 尔 伯 特 成 功 的 社会 因素 


分 析 一 位 杰出 数学 家 成 功 的 社会 因素 ， 对 于 正在 成 长 着 的 者 
年 数学 工作 者 和 从 事 数 学 教育 的 数学 教 病 们 说 来 ， 都 会 得 到 有 益 
的 启发 。 这 种 分 析 至 少 对 消除 “天 才 自 成 ”的 糊涂 思想 ,会 起 到 
一 定 的 作用 ， 

我 们 选择 希 尔 拍 特 (David Hilbert，1862-1943) 这 个 例 
子 。 因 为 这 位 数学 家 的 成 长 、 发 展 和 获得 巨大 成 功 的 经 历 已 经 成 
为 现代 人 才学 上 的 一 个 典型 例子 ， 1 

接 照 历史 唯物 主义 的 观点 来 着 ， “天 才 人 物 ” 都 是 社会 的 产 
物 。 他 们 只 有 适应 时 代 的 要 求 ， 亲 管 和 解决 瑟 史 进程 中 出 现 的 重 
大 问题 , 才 能 取得 成 功 。 分 析 任 何 一 个 天 省 信物 成 功 的 因素 时 ， 
应 当 象 患 格 斯 那样 。 不 能 离开 当时 社会 历史 条 件 和 文化 发 展 条 件 
以 及 反映 这 些 条 件 的 时 代 要 求 。 所 以 对 争 尔 伯 畦 的 分 析 ， 也 应 洲 
循 这 样 的 原则 。 本 节 内 容 主 变 取材 于 《大 连 工学 院 自 然 辨 证 法 通 
讯 》 上 刘 永 振 辣 志 的 一 篇 文章 ， 该 文 显然 是 参考 了 希 尔 伯 特 传记 
写成 的 。 
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希 尔 伯 特 出 身 于 东 莹 曾 填 的 十 都 哥 尼 斯 堡 《 现 名 加 里 宁 格 
吉 } 。 中 、 青 年 时 代 ， 他 曾 对 代数 不 变 式 论 、 代 数 数论 。 几 何 基 
补 等 科目 作 出 了 重要 贡献 、 中 年 以 后 ， 他 发 展 了 变 分 法 、 积 分 方 
程 、 跑 数 人 空间 理论 、 数 学 物 坚 方法 、 数 理 史 辑 及 证 朋 论 等 数学 分 
支 。1899 年 出 版 的 一 本 名 着 《几何 学 基础 》， 成 为 近代 公理 化 方 
法 的 代表 作 ， 且 出 此 推动 形成 了 “数学 公理 化 学 派 ”，。 所以, 希 
尔 伯 畦 是 近代 形式 公 惠 学 派 的 创始 人 。1900 年 。 年 届 38 岁 ， 他 在 
国际 数学 会 议 上 以 卓越 的 远见 和 油 察 力 提 出 了 数学 上 未 解决 的 23 
个 难题 。 即 有 各 的 “ 希 尔 伯 特 问题 ”， 推 动 了 半 仿 多 世纪 以 来 各 
个 数学 分 支 的 发 展 。 

我 们 知道 。 十 万 世纪 十 十 年 代 初 ， 德 国 实现 了 统一 ， 经 济 空 
前 高 涨 ， 成 为 世界 科学 活动 的 主要 中 心 ， 这 是 产生 一 大 批 德国 数 
学 家 的 主要 社会 原因 。 敲 水平 的 一 群 人 才 中 ， 必 有 出 类 拔 革 者 。 
希 尔 耕 特 生 着 盛世 ， 成 为 出 类 拔 某 者 ， 这 是 历史 的 必然 。 下 面 青 
略 作 其 体 分 析 ; . 

《一 ) 文化 传统 的 影响 ”项 尔 们 特 故乡 的 哥 尼 斯 城 弥 建 基于 
二 三 世纪 ， 后 来 成 为 东 普 鲁 士 首都 ， 那 是 一 个 著名 的 大 学 城 。 它 
位 于 布 勒 尔 河 两 条 支流 之 间 ， 那 里 有 桥 联 着 一 个 岛 和 一 个 半 总 ， 
而 数学 史上 那个 著名 的 为 欧 拉 解 决 的 所 谓 《七 桥 问题 ?” 几乎 是 该 
越 居民 家 喻 户 晓 的 一 桩 美谈 。 岛 上 有 所 古老 的 大 学 ， 还 有 大 哲学 
永康 德 的 墓地 。 显 然 ， 哥 尼斯 堡 的 自然 环境 和 文化 传统 对 于 希 尔 
伯 特 的 成 长 来 说 是 得 天 独 厚 的 。 

《二 ) 家 庭 环 境 的 形 贞 希 尔 伯 特 的 父亲 是 一 位 普通 的 法 
定 ， 好 亲 出 生 于 普通 商人 家 庭 。 但 她 爱好 交 学 、 天 文学 和 数学 ， 
特别 对 素数 怀 有 涨 厚 的 兴趣 .这 就 影响 了 希 尔 伯 特 从 小 爱好 数 
学 母亲 每 年 在 4 月 22 日 康德 诞 展 这 一 天 ， 她 总 是 带 着 小 锅 尔 他 
特 到 康德 墓地 脆 爷 康德 的 半身 象 ， 并 且 一 字 一 甸 地 拼 读 墙 上 刻 着 
的 康德 的 格言 。 这 些 对 于 希 尔 伯 特 从 小 爱 科 学 ， 长 大 攀 商 峰 ， 无 
疑 会 带 率 潜移默化 的 精神 影响 . 
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(三 ) 圭 会 与 论 的 影响 ” 希 尔 伯 特 上 小 学 二 年 级 的 时 候 ， 明 
可 夫 斯 基 一 家 从 俄罗斯 搬 到 了 本 尼斯 堡 。 明 可 夫 斯 基 一 家 三 死 弟 
当时 称 为 三 个 “奇才 ”， 以 才能 出 众 、 性 格 迷 人 变动 了 哥 尼 斯 
堡 。 特别 是 小 神童 有 明 可 夫 斯 基 {Herman Minkowski 1864- 
1909) 比 希 尔 伯 特 小 两 岁 , 他 的 数学 才能 显著 超过 和 希 尔 伯 特 。 他 后 
来 也 成 为 大 数学 家 ， 是 数 的 几何 (Geometry of Numbers) 
这 一 数论 分 支 的 创始 人 ， 

当时 两 家 只 有 一 汀 之 隔 。 小 明 可 夫 斯 基 的 数学 才能 出 众 对 小 
希 尔 伯 特 不 能 不 产生 一 种 心理 上 的 压力 确实 ， 据 希 尔 伯 特 后 来 
写 的 回忆 录 来 看 ， 他 承认 自己 小 时 候 并 非 天 才 ， 测 是 一 个 较 天 钝 
的 孩子 ， 当 然 数 学 才能 远 远 在 明 可 类 斯 基 之 下 。 在 希 尔 伯 特 的 亲 
友 中 ， 人 也 没有 人 提 到 过 希 尔 伯 特 的 能 力 曾 受到 过 人 们 的 注意 。 人 恒 
是 入 们 对 明 订 夫 斯 基 一 家 三 兄弟 的 半 灌 却 激励 了 小 希 尔 伯 特 。 特 
别 是 小 神童 Hermann 的 数学 天 才 象 魔力 一 样 征服 了 希 尔 伯 特 的 
心灵 。 

” 明 可 夫 斯 基 刚 注 17 岁 时 解决 了 “将 正 整 数 表 成 五 个 平方 数 
和 ?” 的 难题 ， 同 英国 老 数 学 家 Henry Smith 合 得 了 法 国 巴 黎 科 
”学 院 数 学 大 奖 ， 因 而 更 加 出 名 。 当 时 希 尔 伯 特 的 父亲 还 告 诚 希 尔 
伯 特 ， 说 不 要 同 那样 出 名 的 人 交 朋 友 《以免 补 别人 瞧不起 》。 可 
是 希 尔 伯 特 不 顾 父 亲 的 反对 ， 猴 然 同 明 可 夫 斯 基 结 成 了 终生 最 要 
好 的 朋友 ， 

” ”尽管 希 尔 伯 恩 和 上 明 可 夫 斯 基 在 早年 智力 上 有 明显 的 差距 ， 然 
而 通过 不 断 努 力 ， 希 尔 伯 特 后 来 不 仅 成 为 与 明 可 类 斯 基 相 提 并 论 
的 大 数学 家 ， 而且 对 整个 数学 的 贡献 还 远 远 超过 了 明 可 夫 斯 基 。 
这 说 明 一 个 人 的 先天 素质 《所 谓 “天资” 域 “ 生 赋 ”》 并 不 是 决 
定 成 就 大 小 的 主要 因素 ， 先天 素质 的 不 足 ， 可 以 在 后 天 的 实践 中 
加 以 补偿 . 

《四 ) 学 校 教 育 的 影响 项 尔 伯 特 意 年 时 代 上 的 德国 小 学 
校 ， 特 别 注意 基础 教育 ， 非 常 强调 语文 ,语法 ,算术 等 科目 的 基本 
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训练 《尤其 是 语法 一 科 ， 注 重 训练 学 生 有 条 不 率 地 韦 维 以 及 正确 
地 表述 思想 的 方式 和 方法 ) 。 希 尔 伯 特 进 的 中 学 和 大 学 都 充满 自 
由 学 习 的 空气 ， 这 使 他 如 鱼 得 水 。 

适 尔 伯 特 的 者 年 时 代 是 在 可 尼 斯 堡 大 学 度 过 的 ， 那 里 有 着 浓 
厚 的 学 术 研 究 空气 。 和 著名 的 数学 家 Jacobi,Weierstrass, Weber， 
Lindemann 等 都 在 那里 任教 过 ， 使 该 大 学 曾 形成 一 个 数学 的 研究 
中 心 ，Lindemann 曾 以 首先 证 明 # 为 超越 数 而 享有 盛誉 ， 他 就 是 
当年 希 尔 伯 特 的 学 术 导 师 。 希 尔 伯 特 的 学 术 论 文 澡 想 研 究 “ 连 分 
数 的 ~- 种 推广 ”。 担 经 Lindemam 指 出 ， 方 知 * 那 皇 已 由 Jacobi 
作出 了 ”。 在 Lindemann 的 引导 下 ， 希 尔 伯 和 畦 改 扩 “代数 不 变 式 
理论 ”， 结 果 大 为 成 功 。Lindemann 对 他 的 毕业 论文 极 感 满意 。 
明 可 去 斯 基 在 写 给 希 尔 伯 特 的 信 中 也 锡 赏 说 。 “这样 情 彩 的 数学 
定理 会 出 现在 贰 尼斯 你 真是 值得 庆贺 -……”。 可 见 ， 获 得 第 一 流 
的 教师 指导 引路 ， 也 是 希 尔 伯 特 成 功 的 因素 之 一 。: 

哥 尼 斯 堡 大 学 曾 讲授 一 些 最 新 颖 的 数学 科 绊 ， 这 样 就 往往 能 
把 年 轻 人 很 决 带 到 数学 研究 领域 的 前 沿 ， 从 事 蚀 造 性 的 工作 ， 此 
外 ， 启 发 式 教学 法 对 希 尔 伯 特 的 教 益 也 很 大 。 例 如 ， 他 曾 选 兴 线 
性 微分 方程 课程 ,当时 Fuchis 教 授 的 讲课 方法 与 众 不 同 .Fuchs 习 
惯 于 在 讲课 时 把 自己 者 于 危险 困难 境地 (可 能 是 缺乏 备课 习惯 )， 
对 村 讲 的 内 容 总 是 现 想 现 推 ， 这 样 一 来 ， 就 使 得 希 尔 伯 特 和 他 的 
同学 们 有 机 会 瞻 一 瞧 高 明 的 数学 思维 过 程 是 怎样 进行 的 。 

还 有 良师益友 的 豆 祖 切磋 讨论 ， 对 希 尔 伯 特 的 成 长 发 展 也 起 
了 十 分 重要 的 作用 。 当 革 希 尔 伯 特 和 明 可 夫 斯 基 的 老师 Hurwitz 
《他 是 一 位 只 比 着 尔 伯 特 大 三 岁 的 杰出 数学 家 》， 非 常 器 重 两 个 
学 生 。 据 说 ， 短 无 下 午 准 五 点 ， 三 人 必定 相 会 ， 一 起 去 草 果 园 散 
步 ， 共 同 讨论 问题 ， 交 流 思 想 ， 交 流 研究 心得 。 据 希 尔 伯 特 后 来 
回忆 说 ， 当 年 三 个 年 轻 人 几乎 考察 了 数学 领域 的 每 一 个 王国 。 可 
以 想见 ， 这 应 该 是 希 尔 信 特 的 帮 、 党 、 识 获得 迅速 成 长 的 重要 过 
程 。 假 如 没有 这 上 段 经 历 ， 那 束 希 尔 伯 特 在 1900 年 竟 能 在 许多 重要 
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领域 中 一 次 提出 那样 多 的 车 名 淮 题 ， 倒 是 不 易 想 象 的 了 ， 

以 上 我 们 概述 了 希 尔 伯 特 成 功 的 社会 因素 。 当 然 ， 他 本 人 的 
勤奋 努力 和 艰苦 背 斗 等 内 在 因素 也 是 保证 他 获得 成 就 的 重要 条 
件 。 例 如 ， 在 研究 工作 中 和 希 尔 伯 特 曾 耐 心地 计算 过 四 十 多 重 的 重 
积分 、 即 使 面 对 非 常 繁重 的 计算 任务 ， 他 也 是 具有 计算 划 底 的 坚 
强 角力 的 ， 事 实 上， 很 蕉 设想 缺乏 至 强 角力 的 人 能 取得 科学 上 的 . 
巨大 成 就 《关于 希 尔 伯 特 的 详尽 记载 请 参考 C ,Reid “Hilbert” 
一 书 ) 1 

从 方法 论 观点 看 ， 关 于 如 何 为 青年 人 创造 一 个 旺 有 入 师 又 有 
益友 的 环境 ， 如 何 采 用 启发 式 方法 讲授 一 系列 新 颖 课程 ， 并 诱导 
青年 人 很 快走 上 科研 前 沿 等 问题 ， 显 然 能 从 希 尔 伯 特 成 长 的 历史 
规律 由， 获得 应 有 的 解答 . 


$4 浅 谈 微观 的 数学 方法 论 


每 一 个 数学 研究 工作 者 都 必须 精通 某 些 微观 的 数学 方法 论 ， 
才能 有 效 地 开展 科研 工作 ， 获 得 丰硕 成 果 。 教 师 们 也 必须 熟知 这 
些 方法 论 才 能 实行 启发 式 教学 法 。 

我 们 知道 ， 美 籍 匈 牙 利 数学 家 P65lya 曾 花 数 十 年 时 间 致 力 于 


“数学 发 现 ” 与 “ 解 题 朋 想 方法 ”的 研究 。 他 的 一 些 著作 已 教 详 


成 中 文 。 和 转 别 值得 重视 的 是 他 所 著 的 《数学 中 的 归纳 与 奖 比 》 
《1954 年 出 版 ) 一 书 。 在 些 书 中 作者 普选 用 不 少 贸 于 启发 性 的 俩 
子 说 明 归 纳 与 类 比方 法 如 何 成 为 发 现 数学 点 理 的 重 竖 于 段 。 
村- 八 、 十 忒 世纪 有 突出 贡献 的 数学 家 欧 拉 《Eulcr，1707- 
1783) 和 高 斯 《Gauss，1777-1855) 都 管 发 表 过 一 些 经 验 之 谈 。 
欧 近 说 过 ， “数学 这 门 科学 ， 需 要 观察 ， 还 需要 实验 ?。 高 斯 也 
提 到 过 ， 他 的 许多 定理 部 是 于 归纳 法 发 现 的 ， 证 明 只 是 补 行 的 乎 


举例 来 说 ， 欧 拉 关 于 多 男 体 的 面 、 顶 ,楼 公式 (F+ -EE=2) 
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显然 就 是 从 一 批 特 殊 的 凸 多 证 体 的 观察 分 析 中 归纳 出 来 的 。 高 斯 
青年 时 代 曾 车 有 《算术 研究 》 (1801 年 出 版 的 数论 和 名 著 》 一 书 ， 
” 书 中 许多 结果 ， 包 括 效 名 的 二 次 互 反 律 等 等 ， 也 都 是 首先 从 观 
察 、 实 验 、 归 纳 过 程 中 发 现 的 。 为 什么 数学 真理 如 同 物 理科 学 领 
域 中 的 定律 和 听 理 那样 ， 有 时 可 以 通过 实验 与 归纳 方法 去 发 现 
呢 ? 原因 很 简单 ， 因 为 数学 对 象 本 和 (如 数量 关系 与 空间 形式 等 
也 具有 客观 实在 性 . 

历史 上 许多 有 贡献 的 数学 家 ， 可 以 说 无 例外 地 都 是 善于 应 用 
# 归 纳 法 ”与 “类比 法 ”去 发 现 真 理 的 能 于 ， 尤 其 是 欧 拉 的 许多 
发 现 与 贡献 早已 经 进入 中 学 数学 教材 和 大 学 低 年 级 的 课程 之 中 ， 
所 异 讲 讲 欧 拉 的 一 些 兆 辉 例 子 ， 对 表 年 学 生 似 平 现 有 教育 意义 。 

为 了 说 明 类 比 法 的 作用 ， 这 里 我 们 来 介绍 一 下 数学 家 怕 努 利 
CBernouilli, 1654-1705) 的 一 个 级 数 求 和 难题 ， 是 息 样 谈 欧 拉 
攻破 的 。 伯 努 利 是 十 七 世纪 杰出 的 数学 家 ， 他 是 古典 概率 论 的 创 
歼 人 ， 对 古典 徽 积 分 学 以 及 级 数 求 和 等 问题 邦 有 贡献 。 但 他 没有 
办 法 算出 赴 然 数 倒数 平方 的 级 数 和 1+ 可 + -二 十- 二。 
于 是 ， 他 公开 征求 这 一 求 和 问题 的 解答 ， 可 惜 直 到 他 逝世 时 还 未 
能 见 到 有 人 解决 此 难题 。 这 个 难题 过 了 数 十 年 后 才 由 欧 拉 和 解答 出 
来 。 欧 拉 采 用 的 方法 就 是 一 种 巧妙 的 类 比 推理 法 ， 

首先 ， 对 于 只 售 偶 次 项 的 2 次 代数 方程 

六 一 六 0)) 
假设 有 2: 个 互 不 祖 间 的 根 
Bis -Pi 在 zy 一 站 2y 机 B., 一 站 


则 得 


bo— Bx to x ot (— 1)" bx" 


(半生 六 0- 各) 


把 骤 积 展开 出 来 ， 易 见闻 项 的 系数 为 


1 1 1 
Br Tp + 起) 
以 圭 所 述 都 是 代数 方程 式 论 中 的 初等 知识 。 
次 拉 考 虑 了 三 角 方程 


_Sinx x 4 EM 
1] + 一 一 -- 和 小 一 站 
x 1 31 5 ?71 ’ 


他 把 它 看 成 是 只 含 偶 次 项 的 无 穷 次 代数 方程 。 由 于 此 方程 含 相 异 
根 士 xz， 土 27， 土 37，…; 于 是 欧 拉 采 用 类 比 法 ， 即 仿照 上 述 2x 
次 多 项 式 分 解 成 乘积 的 形式 ， 把 这 盟 出 现 的 所 谓 无 限 次 多 项 式 也 
照样 分 解 成 固 式 乘积 形式 


于 )- 关 Ji- 癌 六 


这 便 是 著名 的 “ 欧 拉 乘积 公式 ”。 这 样 一 来 ， 再 把 右边 的 葬 积 展 


开 出 米 便 发 现 x* 项 的 系数 是 
Ll 
3 元 + dn, + 97: tp 
也 就 是 
1 1 1 ,了 玫 
+ + ar + A” + 6 * 


这 样 ， 欧 拉 便 完成 了 一 项 非常 有 趣 的 发 现 ， 给 出 了 伯 努 利 所 未 能 
找到 的 级 数 和 。 

据说 爽 拉 发 现 上 述 结果 后 ， 当 时 并 未 能 给 出 严格 证 明 ， 不 免 
有 点 又 惊 又 疑 。 于 是 他 做 了 数值 计算 验证 ，. 对 等 式 两 边 分别 进 行 
计算 ， 得 出 的 数值 都 等 于 1.644934…。 算 到 第 七 位 数字 都 一 致 ， 
这 才 使 得 欧 拉 确信 他 的 发 现 正 砚 无 疑 。〔〈 这 和 实验 物理 学 家 发 现 
物理 定律 时 药 态 度 多 人 么 和 相似 1! 》 当然 ， 现 今 的 数学 分 析 教 程 中 已 
有 各 种 方法 可 以 证 明 上 述 结 果 。 

顺便 提 儿 句 ， 在 现代 初 、 高 等 数学 教育 中 ， 特 别 反映 在 教材 
与 教学 方法 中 ， 似 乎 过 于 偏重 演绎 论证 的 训练 ， 把 学 上 华 的 注意 力 
都 吸引 到 形式 论证 (逻辑 推理 ) 的 “严密 性 ”上 上去， 这 对 于 培养 学 
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生 的 创造 力 来 说 实际 是 不 利 的 。 当 然 ， 必 要 的 逻辑 推理 训练 不 可 
少 ; 但 对 于 有 作为 的 数学 工作 者 来 说 ， 发 现 和 创新 比 命题 论证 更 
重要 。 因 为 一 旦 抓 到 真理 之 后 ， 补 行 证 明 往 往 只 是 时 间 问 题 。 大 
数学 家 高 斯 早 就 谈 过 这 种 经 验 。 当 然 也 有 例外 ， 例 如 数学 上 有 许 
多 诱 就 人 心 的 “猜想 ” ， 看 来 似乎 是 “ 真 ” 的， 但 却 证 明 不 了 。 
其 实 很 多 猜想 未 必 真 正 抓 到 真理 ,所 以 事后 被 证 明 是 错 的 也 不 少 。 

归纳 法 与 类 比 法 是 数学 方法 论 中 最 基本 的 方法 之 一 ， 用 好 了 
能 获得 新 的 成 果 ， 乃至 完成 重要 发 现 ， 但 要 真正 用 好 也 不 容易 。 
首先 ， 要 有 敏锐 的 观察 力 ， 才 能 从 众多 的 特例 中 归纳 总 结 出 一 般 
性 命题 来 。“ 特 例 ” 有 时 是 现成 的 ， 有 时 却 需要 故意 构造 出 来 。 
要 用 好 类 比 法 需要 有 较 丰 富 的 数学 知识 ， 知 识 面 越 广 ， 在 数学 思 
维 中 可 用 作 类 比 推理 的 题材 就 越 多 ， 因 而 能 形成 普遍 命题 的 机 会 
(或 发 现 数学 一 般 真 理 的 机 会 ) 也 就 趟 多 、 很 难 设想 ， 知识 面 很 
宏 的 人 能 完成 重大 的 发 现 。 事 实 上 ， 利 用 类 比 法 形成 普遍 命题 的 
过 程 是 通过 “联想 一 预见 * 来 完成 的 。 联 想 就 要 人 靠 已 有 的 知识 为 
基础 。 
一 般 说 来 ， 归 纳 与 类 化 在 从 事 数学 创造 性 科学 研究 活动 过 程 
中 的 作用 如 下 图 所 示 。 


| 从 具体 站 | 实验 一 妇 绩 一- 蕉 广 、[ 囊 
纳 -一 形 
料 出 发 类 比 ,一 - 联想 -一 顶 见 


图 1-1 

形成 的 “普遍 命题” 在 完成 证 明之 前 往往 是 一 种 猜想 ,因此 ， 
只 有 经 过 严格 证 明之 后 才能 成 为 确定 的 定理 或 论断 。 但 在 许多 情 
况 下 ， “推广 ”和 “预见 ”的 过 程 中 已 经 蕴含 有 普遍 命题 的 直观 
论证 或 不 其 严格 的 证 明 ， 这 祥 ， 形 成 普遍 命题 的 这 一 重要 步 又 实 
际 已 经 完成 了 数学 真理 的 发 现 工 作 ， 当 然 ， 从 发 现 到 证 明 有 了 时 也 
往往 需要 走 一 段 录 苦 的 路 程 . 
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数学 史上 许多 杰出 的 数学 家 往往 工 是 震 归 与 染 加 间 台 FE 
是 精 于 证 明 技 巧 的 硬 手 .但 是 也 能 遇见 这 样 南 秋 牙 样本 于 二 电 进 
长 于 数学 发 现 的 过 家 ， 男 一 种 是 专长 王 论证 的 都 谋 让 HR 芝 6 全 | 谨 夫 
学 思维 来 说 ,前 者 描 长 于 “发散 思 维 ”, 后 者 较 精 于 全 不 三 县 并 ， 
在 数 学 的 创造 性 工作 中 ， “抽象 分 析 法 ”也 是 一 竹 涡 用 的 本 
要 方法 。 例 如 ， 欧 拉 解 雇 讶 尼斯 堡 七 桥 问 题 时 ， 就 是 采用 -局 文 种 
方法 。 欧 拉 的 解法 在 许多 书 上 都 有 介绍 ， 解 决 的 基本 步骤 无 非 
是 :把 人 们 步行 过 桥 的 问题 经 过 分 析 ， 抽 象 成 为 一 个 “一 笔画 兴 : 
问题 ， 即 一 - 笔 能 否 曾 出 如 下 图 形 的 问题 。 
欧 拉 原来 是 这 样 想 的 ， 既然 岛 与 半岛 
无 非 是 桥梁 的 连接 地 点 ， 两 岸 陆 地 也 是 桥 
梁 通 往 的 地 点 ， 那 未 就 不 妨 把 四 外 地 点 缩 
小 《抽象 】》 成 四 个 点 ,并 把 七 条 桥 表 示 
(抽象 ) 成 七 条 线 ， 这 样 当 然 并 丰收 变 问 
留 上 3 题 的 实质 。 王 是 ， 人 们 企图 一 次 无 重复 地 
走 过 七 条 桥 的 岂 题 即 等 价 于 一 笔画 出 上 述 图 形 的 问题 。 这样 的 分 
析 轧 考 方 法 ， 就 叫做 * 抽 象 分 析 法 ? 或 “数学 模型 法 ”。 这 上 里， 一 
笔画 问题 中 的 几何 图 形 就 是 七 祷 问 题 的 数学 模型 ， 
接着 ， 欧 拉 叉 考察 了 一 笔画 的 结构 特征 一 笔画 有 个 起 点 和 
终点 《特别 ,起 点 与 终点 重合 时 便 成 为 自 寺 图形》。 除 起 点 与 
终点 汗 ， 一 笔画 中 出 现 的 交点 处 期 线 总 是 一 进 一 出 ， 癌 通过 交点 
的 曲线 总 是 情 数 条 。 旭 叱 说 来 ， 一 笔画 市 至 多 只 有 两 个 点 《 戎 起 
点 与 终点 》 有 可 能 通过 奇数 条 曲线 。 我 们 看 图 2 立即 发 现 四 
个 点 静 通 过 琳 数 条 曲线 ， 固 下， 可 雇 断 言 它 不 是 一 笔 能 够 画 出 的 
句 形 。 
抽象 分 析 法 还 能 用 来 确立 新 的 基本 购 念 ， 导 致 数 学 新 学 科 或 
新 分 支 的 产生 ， 太 家 知道 ， 随 着 现代 计算 机 和 金发 展 已 经 产生 了 一 
门 新 的 数学 分 科 ， 叫 作 “ 计 算 理论 ”。 英 半数 学 家 图 灵 (A,M。 
Turing，1912- 1954) 的 工作 在 这 整个 历史 发 展 过 程 中 起 着 关 


了 


键 性 的 作出 。 权 不 是 图 刀 当 初 彻底 分 析 了 计算 的 实质 ， 并 从 理论 
上 沦 证 了 了 “通用 计算 机 2” 的 可 能 性 ， 也 许 当 年 电子 计算 机 的 发 明 
与 发 展 不 会 那样 顺利 而 迅速 。 

什么 是 计算 ? 多 少 世纪 以 来 ， 人 们 都 学 习 计算 ， 经 常 使 用 计 
算 ， 但 在 1936 年 前 ， 从 未 有 人 对 “计算 ” 的 本 质 进行 过 深刻 的 分 
析 。 图 灵 就 是 应 用 抽象 分 析 法 首先 盖 明 计算 本 质 的 一 位 数学 家 。 

我 们 仔细 地 观察 不 难 发 现 ， 一 个 人 进行 笔算 时 总 是 把 一 些 符 
号 写 在 纸 上 ， 当 计算 中 出 现 不 同 的 特殊 符号 时 ， 就 改变 作 计 算 的 
动作 。 而 计算 者 工作 时 用 的 是 铅笔 还 是 钢笔 ， 用 的 纸 是 有 行 的 、 
无 行 的 或 方 格 纸 等 ， 这 些 都 与 计算 过 程 的 实质 无 关 。 图 灵 在 分 析 
计算 过 程 时 ， 正 是 对 过 程 中 的 一 切 无 关 因素 加 以 含 弃 ， 对 过 程 进 

行 去 伪 存 真 、 去 粗 取 精 ， 才 发 现 了 计算 的 本 质 ， 这样 才 导致 后 来 
通用 电子 计算 机 的 发 明 。 

图 灵 分 析 了 人 们 在 从 事 计算 时 所 遵循 的 最 基 ' 本 的 法 则 。 首 
先 ， 他 发 现 计 算 者 可 以 把 一 切 计算 内 容 写 在 一 条 线性 的 带子 上 ， 
至 于 通常 使 用 的 纸 的 二 维 性 质 并 不 是 本 质 的 。 如 果 你 愿意 ， 可 以 
不 用 普通 纸 带 ， 而 改 用 录音 机 用 的 那 种 磁带 《当然 ， 在 后 一 情况 
里 出 现 的 符号 将 是 磁 信 号 而 不 是 纸 上 写 的 符号 ， 但 在 概念 上 并 无 

本 质 区 别 ) 。 所 以 ， 图 灵 由 抽象 分 析 获 得 的 一 个 重要 结论 是 ， 一 
切实 际 计算 过 程 都 具有 “线性 ”性 质 。 

计算 过 程 的 本 质 听 是 线 住 的 ， 就 不 妨 假定 线性 的 带子 上 划分 
为 著 干 方 格 。 我 们 知道 ， 一 切 有 理 数 均 可 采用 二 进位 数 表 出 ， 所 
以 在 图 次 理想 的 计算 机 上 ， 不 妨 规 定 线 性 带子 的 每 一 方 阁 内 可 以 
记 上 一 个 符号 0 或 1 
”图 灵 对 计算 过 程 所 作 的 第 二 步 抽 象 分 析 是 ， 一 切 计算 过 程 的 
实质 无 非 是 每 一 步 把 在 方 格 里 看 到 的 0 换 成 1， 或 者 把 1 换 成 0， 或 
者 有 时 需要 把 注意 力 转移 到 另 一 方 格 上 去 ， 不 妨 假 定 注意 力 的 转 
移 只 限 子 从 所 置 到 的 方 格 移 吧 左右 相 邻 的 方 格 ( 这 对 计算 过 程 
的 实质 并 尤 真正 限制 )， 
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既 过 如 上 的 抽象 分 析 后 ， 图 灵 便 得 出 这 样 的 结论 ， 任 何 计算 
都 可 以 看 作 是 由 一 个 人 工 计 算 者 《或 计算 机 器 》 来 做 的 ， 它 使 用 
线性 带子 上 成 申 的 0 和 1， 不 外 平 执行 下 列 各 指令 ;，(1) 写 符号 
0; (2) 写 符 号 1 (3) 同 左 移 一 属 ， (4》 向 右 移 一 格 ， 5) 
观察 现 首 扫描 的 符号 并 相应 选择 下 一 步 叉 ， 《〈6)》 停止 。 计算 者 
所 执行 的 竹 序 ， 也 就 是 这 类 指令 所 排列 成 的 形式 表 。 这 样 分 析 之 
后 ， 计 算 过 程 的 实质 也 就 彻底 搞 清 楚 了 ， 

”近代 应 用 数学 的 另 一 重要 分 支 是 “信息论”。 什 么 是 信息 ? 
信息 的 含义 是 极其 宽广 的 。 不 用 说 是 人 类 、 即 使 是 一 些 售 兽 间 也 
以 它们 的 特殊 方式 《如 鸣叫 声 ) 传递 信息 。 在 现代 人 类 生活 中 ， 
可 以 说 处 处 在 传递 着 信息 ， 无 论 是 报章 、 杂 志 、 电 祝 、 电 报 、 电 
话 、 广播 乃至 音乐 演奏 等 都 包含 着 信息 的 内 容 ， 所 有 这 些 ， 都 有 
一 个 共性 ， 即 信息 总 是 可 以 传递 而 且 必 须 传 递 的 ， 

信息 既然 要 传递 ， 就 得 考 囊 如 何 衡量 僧 息 量 。 这 就 需要 建立 

信息 的 商量 理论 。 怎 样 界定 信息 的 度量 概念 呢 ? 这 又 必须 应 用 抽 
象 分 析 方 法 ， 下 面 针对 较 直 观 的 癸 子 来 分 析 . 

硫 英文 的 26 个 字母 为 例 ， 试 问 如 何 衡量 它 的 信息 量 ? 如 果 只 
允许 一 个 字 母 A 出 现 ， 其 它 字母 均 不 许 出 现 ， 则 信息 量 示 妨 规 
定 为 1, 即 定义 为 一 个 单位 。 在 各 个 字母 以 等 概率 出 现 的 情况 下 ， 
26 个 英文 字母 所 包 人 省 的 信息 量 可 以 认为 是 26。 又 如 果 考 虑 由 两 个 
字 生 所 拼 成 的 字 (假定 每 种 拼 法 都 赋 子 意义 ),， 则 字 的 集合 共 含 
26 x 26 个 元 素 。 根 据 信息 与 集合 元 素 个 数 成 正比 的 原则 ， 该 集合 
的 信息 量 应 该 是 26 x 26。 但 信息 量 的 这 种 按 “ 潜 法 增加 ”， 显 然 
与 直观 预期 不 协调 。 直 观 上 总 希望 接 《加 法 增加 ”。 因 而 可 采用 
对 数 来 衡量 ， 即 规定 26 个 字 坪 的 信息 为 log26。 从 而 上 述 字 的 入 
合 的 信息 量 便 为 

logt26 x 26) = log26 + log26., 
现在 剩 下 的 问题 是 ， 这 个 对 数 应 以 什么 数 为 廊 ? 
正如 许 国 志 先生 在 《 咯 谈 应 用 数学 的 范畴 》 一 文中 所 说 的 ， 中 
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国 古 伐 的 烽火 台 是 最 简单 的 信息 传递 的 例子 。 “无 火 报 平安 ， 有 
火 敌 来 痪 。?” 这 仅 包 念 两 个 信息 。 因 此 ， 如 果 对 数 以 2 为 底 ， 那 
么 烽火 台所 提供 的 信息 便 是 log;2= 1， 由 于 任何 事物 的 肯定 与 否 
定 以 及 由 于 语言 表述 与 远 辑 的 二 值 性 都 只 包含 两 个 信息 、， 所 以 用 
2 作 底 应 该 是 最 为 合理 的 。 于 是 26 个 字母 的 平均 信息 量 便 是 
logs26 =4.7。 假 定 各 字母 山 现 的 概 幸 相 局 ， 则 每 个 字母 出 现 的 
概率 都 等 于 1/26, 因 此 上 述 信息 量 也 可 记 成 :- log2(1/26) = 4.7。 
然而 一 般 情形 下 ，8 个 字母 由 现 的 概率 可 以 各 不 相同 .如 时 以 DP, ， 
pi， …，pPzs 分 别 代表 字母 入; B，…:， 芯 出现 芍 概 举 ， 那 么 按 下 
述 加 权 平 均 

‘(pilogsp: + balogs ps 十 -… + paslogs D0), 
算出 的 数值 即 等 于 诸 字 母 的 “平均 信息 量 ”。 特 别 ， 诸 字母 以 等 
概率 1/26 量 现时 ， 则 由 上 式 仍 可 得 出 一 log,(1/26) =4.7。 我们 
知道 ， 上 述 公 式 正 是 信息 度量 理论 中 的 基本 公式 《这 个 公式 推广 
到 一 般 集合 的 情形 当然 是 显而易见 的 事 》， 

在 上 述 分 析 过 程 中 ， 我 们 事实 十 用 到 了 从 特殊 到 一 般 、 从 具 
体 到 抽象 的 思想 方法 。 

近代 数学 中 比较 兽 遍 采用 的 * 公 理化 方法 ”和 应 用 数学 领域 
里 经 常 使 用 的 《 模 迎 方法 ”， 其 实 也 都 是 抽象 分 析 法 的 具体 运用 
和 表现 。 这 些 需 要 另 各 专题， 在 后 面 糙 详 细 论 述 。 

后 ， 我 们 寺 有 兴趣 钻研 数学 方法 论 的 青年 数学 工作 者 ， 特 
提出 如 下 几 点 第 望 和 建议 以 供 参 者 (1) 最 好 能 抽出 些 时 间 主 
动 阅 读 一 点 数学 发 展 忠 ， 以 加 深 对 数学 发 展 宏观 规律 的 认识 。 
(2) 尽 订 能 选读 一 些 著名 经 典 作家 《数学 家 ) 的 全 集 或 选 集 中 
的 若干 代 表 竹 作品 ， 以 便 领 会 某 些 卓越 的 心智 活动 法 则 和 规律 。 
(3》 在 可 能 范围 内 ， 最 好 能 在 数学 科学 〈 基 至 是 自然 科学 ) 的 
广阔 领域 中 博览 群 书 ， 以 开拓 自己 的 知识 疆域 ,个 有 利于 发 展 自 
已 的 理解 能 力 和 想 葡 能 力 。 (4》 宜 通过 辩证 法 的 学 习 ， 尽量 确 
立 科学 的 反映 论 观 点 。 
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第 2 讲 ”了 略 论 数学 模型 方法 
§ 1 ”数学 模型 的 意 浆 


4 数学 模型 方 法 ” (mathematical modelling method) 
简称 MM 方 法 ， 它 不 仪 是 处 理 数学 理论 问题 的 -~ 种 经 内 方法， 而 
且 也 是 处 塌 笠 技 领域 中 各 种 实际 问题 的 -… 般 数学 方法 。 特 别 ， 现 
代 电 子 计 算 机 的 广泛 应 出 和 科学 技术 的 数学 化 趋势 ， 使 得 MM 方 
法 己 经 菲 常 广 放电 应 用 于 日 然 科 党 、 工 程 技 本 科学 与 社会 科学 的 
一 切 领 域 中 。 例 如 ， 经 济 科 学 、 军 于 科学 、 交 通 运输 等 管理 科学 
领域 ， 剖 无 例外 地 应 用 着 MM 方法 ， 1 

如 所 知 ， 现 代 各 门 应 用 数学 所 以 共有 解决 实际 问题 的 功能 
主要 就 是 通过 提供 数学 模型 方法 向 显示 出 来 的 。 所 以 ， 玉 从 事 应 
用 数学 的 科研 工作 者 ， 都 必须 精通 MM 方 法 。 

# 数 学 模型 ”的 含义 很 让。 粗略 说 来 ， 数 学 模型 乃 是 针对 或 
参照 某 种 事物 系统 的 特征 或 数量 相依 美 系 ， 采 用 形式 化 数学 语 
言 ， 概 括 地 或 近似 地 表述 出 来 的 一 种 数学 结构 。 当 然 ， 这 种 数学 
结构 应 该 是 借助 于 数学 概念 和 符号 刻 划 出 来 的 某 种 系统 的 纯 关 系 
结构 。 所 谓 纯 关系 结构 是 指 已 经 扬弃 了 一 切 与 关系 无 本 质 联 系 的 
属性 后 的 系统 而 言 ， 所 以 ,在 数学 模型 的 形成 过 程 中 ,已 经 用 了 抽 
象 分 析 法 。 世 可 以 说 ， 抽 象 分 析 法 是 构造 数学 模型 的 基本 手段 。 

仔细 说 来 ， 数 学 模型 有 广义 的 解释 和 获 尺 的 解释 。 从 广义 上 
讲 ， 数 学 中 各 种 基本 概念 ， 如 实数 、 疝 量 、 集 合 、 群 、 环 、 域 、 
范畴 、 线 性 空间 、 拓 扑 空间 等 等 都 可 串 作 MM， 因 为 它们 都 是 以 
各 自 福 应 的 现实 原型 (实体) 作为 背景 而 加 以 抽象 出 末 的 最 基本 
的 数学 概念 。 这 些 计 称 为 原始 的 MM. 
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例 一 欧 氏 几何 是 关于 直觉 空间 形体 (刚体 运动 下 图 形 结构 
不 变 的 形体 ) 关系 分 析 的 MM， 

例 二 、 自然数]，2，3，,，…，7#，… 是 用 以 描述 离 散 数量 的 M 
M， 

例 三 每 一 个 代数 方程 式 或 数学 公式 也 都 是 一 个 MM, 例 如 ， 
4X? +bx+e=0 就 是 一 类 具体 应 用 问题 的 MM, 

总 之 ， 按 广义 的 解释 ， 凡 一 切 数学 概念 、 数 学 理论 体系 、 各 
种 数学 公式 、 各 种 方程 式 (代数 方程 ， 函 数 方程 、 微 分 方程 、 辣 
分 方程 ， 积 分 方程 …*…》 以 及 由 公式 系列 构成 的 算法 系统 等 等 都 
可 称 之 为 MM. 

但 按 狭义 的 解释 ， 只 有 那些 反映 特定 问题 或 特定 的 具体 事物 
系统 的 数学 关系 结构 才 叫 作 MM、 例 恕 ， 在 应 用 数学 中 ，MM 一 
词 通常 都 作 狭 义 解 释 ， 而 构造 MM 的 目的 就 是 为 了 解决 具体 实 际 
问题 。 


$# 2 ”数学 模型 的 类 别 及 简单 例子 


如 前 所 述 。 在 现代 应 用 数学 中 ， 数 学 模型 往往 是 对 特定 对 象 
系统 中 的 量 的 美 系 方面 的 模 写 。 由 于 特定 问题 是 形形色色 、 干 辣 
万 别 的 ， 因 此 。， 针 对 具体 问题 具体 对 象 去 建立 MM 时 ， 必 须 进 行 
具体 分 析 。 大 致 说 来 ，MM 可 分 三 大 类 。 

一 类 是 确定 尾数 学 模型 ， 这 类 术 型 所 相应 的 实体 对 象 (又 称 
背景 对象 ) 具 有 确定 性 或 固定 性 ， 对 象 间 又 其 有 必然 的 关系 。 这 
类 模型 的 表示 形式 可 以 是 各 种 各 样 的 方程 式 、 关系 式 、 迎 辑 关 系 
式 、 网 络 图 等 等 ， 所 使 用 的 方法 无 非 是 经 典 数 学 方法 ， 

二 类 是 随机 性 数学 模型 ， 这 类 模型 的 背景 对 象 具 有 或 然 性 
或 随机 性 。MM 的 表示 工具 无 非 是 概率 论 、 过 程 论 及 数理 统计 学 
等 方法 ， 

三 类 是 模糊 性 数学 模型 。 这 类 模型 所 对 应 的 实体 对 象 及 其 
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关系 均 具 有 模板 性 、，MM 的 基本 表示 工具 便 是 Fuzz7Y 子 集合 理论 
及 Fuzzy 泌 辑 等 等 ， . 

当然 ， 从 复杂 多 空 的 实际 对 象 关系 中 分 析 结 晶 出 来 的 数学 模 
型 也 可 能 是 兼 具 随 机 性 和 楼 糊 性 的 混合 型 数学 模型 ， 表 现 这 类 
MM 所 使 用 的 数学 工具 也 就 不 能 是 单纯 的 一 门 数学 了 。 

为 了 便于 说 明 MM 方 法 ， 下 面 举 几 个 篇 单 且 熟知 的 例子 ， 目 
的 无 菲 是 为 了 总 结 出 一 般 性 的 思想 方法 。 

例 一 ” 哥 尼 斯 各 七 桥 问题 。 

欧 拉 解决 这 个 问题 的 思想 方法 ， 其 实 也 就 是 MM 方 法 。 七 桥 
问题 这 样 一 个 实际 问题 ， 就 是 MM 的 现实 原型 .通过 抽象 分 析 , 七 
桥 问 题 被 抽象 成 线路 拓扑 的 一 笔画 问题 ， 后 者 便 是 前 者 的 放 M, 
建立 MM 之 后 ， 便 可 在 MM 上 进行 逻辑 推理 和 论证 ,推出 的 结论 是 
无 解 ， 然 后 再 把 这 个 结论 对 应 地 翻译 回去 ， 即 返回 到 现实 原型 
上 ， 便 得 到 实际 问题 无 解 的 答案 。 

上 述 纪 想 方 法 可 用 框图 表示 如 下 ， 


现实 原型 ， 
七 桥 问 题 


无 解 
(一 次 过 七 
桥 不 可 能 ? 


数学 模型 , 
”一 笔 西 问题 


图 2-1 


显然 ， 这 个 例子 中 的 MM 是 个 确定 性 模型 ， 
例 二 ”关于 物体 冷却 过 程 的 一 个 物理 问题 ， 设 某 物 体 置 于 气 
温 为 24*C 的 空气 中 ,在 时 刻 ! = 0 时 , 物体 温度 为 4。 = 150*C。 经 过 
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10 分 钟 后 物体 温度 变 为 #1 = 100*C， 试 决定 读物 体温 度 # 与 时 间 # 
之 间 的 关系 并 计算 += 20 分 钟 时 物体 的 温度 。 

为 解决 此 问题 就 需要 构造 一 个 MM。 首 先 ， 要 对 问题 作 定 性 
分 析 。 鉴于 该 问题 仅 涉及 必然 性 现象 ， 故 应 作 确 定性 数学 模型 。 
又 为 了 能 用 形式 化 数学 语言 表述 MM,， 而 这 个 MM 反映 的 是 物理 现 
象 (物体 闪 却 过 程 ) ， 故 还 必须 应 用 物理 学 定律 一 一 牛顿 冷却 定 
律 ， 热 景 总 是 从 温度 高 的 物体 向 温度 低 的 物体 传导 的 。 在 一 定 温 
” 度 范围 内 ， 一 个 物体 的 温度 灾 化 速率 恒 与 该 物体 和 所 在 介质 之 温 
差 成 正比 。 

解 此 疝 题 的 思路 类 似 于 俩 一 ， 即 如 下 图 所 示 ， 


物理 定律 支配 下 


的 一 个 具体 物理 《 榨 用 数学 
问题 概念 与 符 导 》 


了 


实际 问题 之 解 . _ 


图 2-2 
在 上 述 问 题 里 ， 物 体温 度 # 应 是 时 间 变 县 的 连续 函数 ， 不 妨 记 为 
#4=u( 直 ， 对 初始 温度 Wb 而 言 ， 温 差 为 uo ~ #4。(W, 为 空气 介质 温 
度 ) 。 我 们 又 知道 ， 应 变量 〔〈 函 数 ) 的 变化 率 可 用 微 高 (导数 》 
概念 来 表述 。 于 是 ， 物 体 冷却 过 程 〈《 现 实 原型 》 的 数学 模型 就 是 
如 下 形式 的 微分 方程 ， 
村 
dt 
这 里 上 是 比例 常数 ， 在 具体 的 问题 里 可 以 确定 下 来 。 
“具体 问题 要 求 找 出 还 数 关系 4=n(4) 的 显 式 表示 。 为 此 ， 解 
上 述 微 分 方程 ， 易 得 


= — E(w— uy), 
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ee) d= hte, 


Hs 

log(u— te)= — ttre, 
一 He 二 人 ert，4 常数 。 

按 初 始 条 人 忻 t=0 1 w= ww(0) = wo， 故 得 
uo ~ Ws = Ae'= 14, 

也 即 有 xie = (ae 一 87e 

或 NH= (uy ~ a)e "iry . 

这 使 是 所 轰 寻 求 的 方程 解 ， 它 是 冷却 过 程 数 学 模型 的 显 式 表 示 ， 

有 了 .上述 一 般 性 模型 之 后 ， 只 须 把 实际 问题 里 的 具体 数据 一 
一 代入 ， 即 可 得 出 

100 = (150— 24)e™ to +24. 
由 此 确定 出 k= 二 0.051。 因 此 针对 具体 问题 的 特殊 模型 为 
#= 24+ 126e~ "5Lt 
特别 ， 合 1= 20 代 入 则 得 
u(t20)=24° + 40° = 64°, . 
这 便 是 所 红 寻 求 的 问题 答案 (这 里 我 们 对 方程 中 出 现 的 数量 已 知 
译 为 物理 量 ， 例 如 64* 即 表示 报 氏 64 度 ) 。 

例 三 布 丰 《Bufton) 投 针 实验 的 数学 模型 问题 《这 个 著名 
例子 在 现代 概率 论 教程 里 经 常 谈 到 ) ， 试 在 平地 上 划 出 一 组 间隔 
距离 为 一 寸 的 平行 线 。 以 一 二 长 的 针 《 质 晤 均匀 的 细 针 )》 随机 地 
迫 到 画 有 平行 线条 的 地 面 上 ， 问 针 与 于 行 线 接触 的 机 会 有 多 大 ? 

首先 分 析 一 下 ， 现 实 


原型 实体 对 象 》 具 有 随 ,7 y 
。 lsing HA sing 

机 性 ,或 然 性 . 履 所 求 MM A i 

必 为 一 随机 模型 《或 概 率 外 

模 理 ) .如 图 示 ，0< 和 1 <1。 

0 扫 站 二。 截 长 ! 与 迹 角 月 图 2-3 


显然 都 具有 随机 性 , 歼 1、6 均 为 随机 变量 ， 且 各 取 可 能 值 的 机 会 
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均 具 有 “等 或 然 性 。 

在 所 讨论 的 问题 里 ， 现 实 中 型 为 投 针 实验 问题 ， 即 细 针 触 线 
的 机 会 问题 。 通 过 引进 随机 变量 9 与 5= 1sin9 也 就 可 表述 为 一 个 
概率 计算 问题 ， 后 者 便 是 前 者 的 数学 模型 ， 以 了 表 概 率 ,， 五 表 
概率 均值 (数学 期 望 》， 则 相应 的 MM 即 可 表述 为 


E{P(geC0,sing)) | 0<0<r }=? 


经 过 简单 计算 可 得 
P(E ELCO, Sin6)) = sing,. 


下 = 二 oor 导 [-eonj- 


因此 授 针 间 题 所 要 寻求 的 机 会 〈 粮 率 ) 即 等 于 2/r。 

我 们 知道 布 丰 曾 利用 实验 验证 了 上 述 结论 ( 即 由 MM 导出 的 
结论 ) 的 实际 可 靠 性 。 可 见 数学 理论 分 析出 来 的 并 型 确实 能 反映 
客观 规律 性 。 


$3 ”MM 的 构造 过 程 及 特点 


从 前 面 两 节 我 们 已 经 知道 ， 数 学 模型 与 现实 原型 的 关系 是 反 
幢 与 被 反映 的 关 末 。 因 为 MM 的 构造 贷 经 过 抽 油 分析 过 程 ， 即 经 
这 对 现实 原型 扬 讲 次 要 环节 的 过 程 ， 故 MM 和 现实 原型 只 能 其 有 
相对 一 致 性 ,事实 土 往往 只 能 在 基本 环节 上 (这 些 环节 或 关系 结构 
是 能 借助 数学 形式 表现 出 来 的 ) 有 着 近似 的 一 致 性 。 就 这 一 点 来 
说 ，MM 有 点 得 美术 中 的 写生 面 或 文学 中 的 人 人物 典型 塑造 那 样 ， 
都 无 非 是 某 些 现实 原型 的 本 质 或 特征 的 近似 刻 划 与 集中 反映 而 
已 。 

一 般 说 来 ， 构造 MM 的 基本 过 程 可 分 如 下 几 个 步 邓 : 

第 一 步 ， 对 所 研究 的 实际 问题 即 现实 原型 ， 要 分 析 其 对 象 与 
关系 缚 多 《包括 量变 因果 关 系 ) 前 本 质 属性 ， 以便 确定 其 MM 的 : 
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mr ee rr 


类 别 ， 

第 二 步 ， 要 确定 所 研究 的 系统 并 抓 住 主要 矛盾 。 为 使 用 MM 
方法 ， 须 考察 问题 所 属 系统 ， 如 热力 系统 、 水 力 系 统 . 电 力 系统 、 
生态 系统 、 生 产 管理 系统 、 市 场 供销 系统 、 人 体 神 经 系统 等 等 。 
在 确定 系统 的 过 程 中 有 时 还 须 从 大 系统 中 分 离 出 子 系 统 来 。 例 
如 ， 研 究 潮 访 摩 擦 问 题 时 ， 须 确定 地 -月 系统 。 这 个 系统 须 从 太 
阳 系 (大 系统 } 中 分 离 出 来 。 

为 建立 MM 还 必须 选择 具有 关键 性 作用 的 变 其 或 量 的 关系 进 

行 考察 。 这 就 是 说 ， 要 抓 住 主要 因素 ， 因 为 MM 所 反映 的 应 该 是 
主要 因素 间 的 关系 结构 。 

第 三 步 ， 要 进行 数学 抽象 。 对 事物 对 象 及 请 对 象 间 的 关系 部 
要 进行 抽象 ， 要 尽 可 能 使 用 数学 概念 、 数 学 符号 和 数学 表达 式 去 
表现 事物 对 象 及 关系 。 如 果 遇 到 现成 的 数学 工具 不 驶 用时， 则 还 
和 需要 大 胆 创造 ， 根 据 实际 情况 ， 提 出 新 的 数学 概念 和 数学 方法 去 
表现 MM。 例 如 ， 六 半年 代 中 期 L.Zadeh 创 始 的 “Fuzzy 数 学” 
就 是 为 了 处 理 模糊 素 物 对 象 的 MM 问题 所 创始 的 一 门 数 学 ， 

上 述 第 二 、 第 三 步 是 构造 MM 的 基本 步 又 . 

例 一 试 考虑 地 球 运动 问题 ， 首先 ， 应 确定 研究 的 系统 是 日 - 
地 系统 ， 它 是 宇宙 力学 系统 的 子 系统 。 在 这 系统 让 具有 关键 作用 
的 各 种 量 的 寿 念 有 ， 和 质量、 位 置 、 距 离 、 时 间 、 速 度 、 加 速度 等 
等 。 此 外 ， 还 有 运动 轨道 也 是 必须 考察 的 重要 因素 。 当 然 ， 所 有 
这 些 对 象 或 因素 都 可 借助 于 数学 上 的 常量 、 变 量 、 坐 标 、 微 高 。 
曲线 等 加 以 表述 。 在 这 个 系统 中 ， 要 抓 住 的 主要 矛盾 就 是 太阳 与 
他 球 的 相互 作用 为 。 因 为 相对 说 来 ， 其 它 诸 星 体 对 地 球 的 引力 作 
用 毕竟 是 微不足道 的 次 要 因素 ， 故 可 忽略 不 计 。 . 

其 次 ， 太 阳 是 恒星， 蒜 位 置 可 以 当 作 不 变 ， 日 、 地 者 可 妊 作 
是 几何 上 的 点 。 这 些 便 是 为 了 作出 MM 必 须 采 取 的 数学 抽象 方 
法 。 

最 后 ， 为 了 作出 地 球 运动 的 MM ( 即 运动 方程 起 】 还 必 须 利 
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用 普 泻 的 自然 科学 定律 ， 即 万 有 引力 定律 及 牛顿 的 第 二 运动 定 
律 ， 试 以 * 表示 地 球 点 的 坐标 向 量 《 即 位 置 向 景 )， 这 是 一 个 人 
赖 于 时 间 t 的 笑 变 量 。 又 以 + 表 7 的 长 度 。 这 样 ， 便 得 如 下 方程 
式 ， 即 MM 

了 = 计生 )K(K 一 万 有 引力 常数 ) 。 

一 般 说 来 ， 构 成 数学 模型 之 后， 还 必须 把 从 MM 上 分 析 得 出 
的 理论 解答 《数学 推论 》 返回 到 现实 中 去 ， 看 看 能 否 确 实 回答 实 
际 问题 。 当 然 ， 当 利用 MM 去 解答 实际 问题 时 ， 还 必须 把 实际 问 
题 里 所 涉及 的 若干 特殊 条 件 加 入 进去 一 并 考察 。 比 方 ， 假 如 建立 
的 MM 是 一 个 微分 方程 ， 则 必须 把 某 个 实际 问题 中 提供 的 初始 条 
件 或 边 办 条件 一 并 考虑 ， 这 样 才 能 获得 合 平 某 个 实际 问题 需要 的 
解答 。 

按照 上 述 三 步 豫 构 造 出 来 的 MM 至 少 应 具有 两 个 特点 ， 《了 
在 MM 上 应 具有 严格 推导 ( 远 加 推理 ) 的 可 能 性 以 及 导出 结论 的 确 
定性 。 假 如 没有 这 一 特点 ， 则 MM 就 没有 什么 用 处 了 。 (2)MM 相 
对 于 较 复杂 的 现实 原型 说 来 ， 应 该 具有 化 繁 为 简 、 化 难为 易 的 特 
点 。 因 下 在 用 以 解决 实际 辣 题 时 ， 应 该 容许 有 一 定 的 误差 范围 。 
好 的 MM 还 应 该 具有 估计 误差 范围 的 性 能 。 

判断 一 个 数学 模型 是 否 有 效 或 是 否 合用 ， 主 要 应 该 衡量 上 述 
两 个 特点 。 如 果 对 同一 问题 的 两 个 MM 具有 同样 效能 ， 虽 比较 简 
单 易 用 的 MM 便 是 较 好 的 MM。 


8$4 怎样 培训 构造 MM 的 能 力 


从 数学 模型 的 性 质 要 求 和 构造 方法 来 看 ， 一 个 人 构造 MM 的 
能 力 至 少 包 括 四 个 方面 ， 一 是 理解 实际 问题 的 能 旋 ， 二 是 抽象 分 
析 的 能 力 ， 三 是 运用 数学 工具 的 能 力 (包括 运 半数 学 形式 语言 的 
能 力 》 ， 四 是 通过 实践 加 以 验证 的 能 力 。 所以， 为 了 培训 构造 
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MM 的 工作 能 力 ， 首 先 必须 学 习 有 关 的 自然 科学 、 工 程 科学 或 社 
会 科学 的 某 些 分 支 领域 的 知识 ， 要 掌握 好 这 些 领 域 中 的 定律 、 法 
则 和 规律 这样 才 能 存 王 于 提高 构造 有 关 领 域 中 的 MM 的 实 际 工 
作 能 力 。 其 次 ， 在 学 习 各 门 数 学 时 ， 度 注意 多 做 些 应 用 题 ( 例 
如 ， 在 中 学 阶 舟 应 多 做 些 代数 方程 应 用 题 ， 在 大 学 阶段 应 多 做 些 
微 积 分 与 微分 方程 方面 的 应 用 题 ， 在 力学 谍 程 中 也 应 多 做 应 用 
题 ) 。 这 对 提高 分 析 能 力 和 运用 数学 语言 能 力 是 必 不 可 少 的 基本 
训练 。 最 后 ， 还 村 多 多 接触 实际 问题 。 有 时 还 需要 深入 到 实际 具 
体 部 门 中 去 ， 才 能 培养 羡 于 油 察 问题 关键 的 能 力 ， 

由 于 更 代 科 技 各 部 门 的 分 工 越 来 越 细 ， 而 解决 大 型 实际 问题 
的 MM 往往 需要 儿 个 不 同 部 门 知 识 与 技术 的 高 度 结合 ， 寺 是 跨行 
业 专 家 间 的 扫 作 就 成 为 必要 的 了 。 但 是 ， 这 种 协作 的 有 效 性 程度 
. 又 往往 取决 于 共同 理解 问题 性 质 的 平均 深度 。 内 此 ， 不 论 哪 一 行 
都 要 成 为 构造 MM 的 能 手 或 有 效 合作 者 ,除了 精通 本 行 专业 之 外 ， 
还 必须 要 有 较 宽广 的 科技 知识 修养 。 这 一 点 ， 对 培养 应 用 数学 工 
作者 说 来 似乎 是 特别 需要 注意 的 。 例 如 ， 现 代 西 德 有 些 大 学 研究 
所 培养 运筹 学 科 揭 硕士 生 时 ， 就 已 经 充分 注意 到 这 一 点 ， 
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第 3 讲 ”关系 映射 反 演 原则 的 应 用 
§1 何谓 “关系 映射 反 演 原则 ”? 


所 谓 关系 映射 反 演 原则 ， 是 指 一 种 分 析 人 处 理 问题 的 普 追 方法 
或 准则 。 它 是 属于 一 般 科学 方法 论 性 质 范畴 的 一 种 工作 原则 。 因 
为 这 种 普遍 方法 或 工作 原则 包括 着 对 所 要 研究 的 问题 中 的 关系 结 
构 ， 采 取 映 射 和 有 反 演 商 个 步骤 去 解决 问题 ， 所 以 给 它 的 命名 也 就 
不 免 有 点 元 长 了 ,这 里 所 说 的 映射 和 反 演 可 以 赋予 很 广泛 的 含 


& 义 。 


在 第 2 讲 中 讨论 过 的 数学 模型 方法 ， 也 就 是 利用 形式 化 的 数 
学 模型 去 反映 〈 横 写 、 刻 划 、 表 征 ) 现实 系统 中 的 关系 结构 ， 然 
后 利用 通过 对 模型 的 逻辑 分 析 演 经 得 出 的 结论 ， 把 它 反 演 ( 翻 详 } 
回去 解答 现实 原型 中 的 某 些 问题 。 这 种 处 理 问 题 的 过 程 已 经 体现 
了 关系 一 映射 一 反 演 的 思想 方法 。 因 为 从 给 定 的 系统 (现实 原型 ) 
到 数学 模型 的 某 种 对 应 关系 ， 即 可 理解 为 一 种 映射 关系 。 把 分 析 


模型 得 出 的 理论 分 析 结 果 (或 结论 又 对 应 到 现实 原型 上 去 ， 从 


而 给 出 实际 问题 的 解答 ， 这 就 是 一 个 反 演 过 程 ， 

其 实 ， 有 即使 在 日 常生 活 中 ， 人 们 也 经 常 自觉 或 不 自觉 地 在 运 
用 着 关系 映射 反 演 原则 。 比 如 说 ， 一 个 人 对 着 镜子 谭 胡 子 ， 镜 子 
里 照 出 他 脸 类 上 胡子 的 歇 象 ， 从 胡子 到 映 象 的 关系 就 叫 作 映射 。 
所 以 ， 上 映射 就 是 连 系 着 原 象 和 映 象 的 一 种 对 应 关系 。 他 用 市 刀 履 
芒 衣 子 时 ， 作 为 不 象 的 胡子 和 谭 刀 两 者 的 关系 可 以 叫 作 原 象 关 
系 。 这 种 原 篆 关 系 在 镜子 里 表现 为 驶 象 关 系 。 他 从 镜子 蛆 看 到 这 
种 映 蒙 关系 后 ， 便 能 调整 蕴 刀 的 上 晓 人 象 与 胡子 的 映 象 的 关系 ,于 
是 ， 他 也 就 喜 正 修 前 了 胡子 ， 这 里 显然 用 到 了 反 演 原 则 ， 因 为 他 
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涪 广 


已 经 根据 镜子 里 的 岗 象 能 对 应 地 反 演 为 原 象 的 这 一 原理 ， 使 瀚 力 
叭 确 地 修 贡 了 真实 的 胡子 〈 原 象 ) 。 

为 了 缩短 名 词 的 称呼 ， 我 们 不 妨 把 关系 (relationship) 映射 
Cmapping) 反 演 (inversion)》 原 则 简称 为 RMI 原 则 ,在 此 先 
对 这 一 原则 概略 说 明和 如 下 ， 令 RR 表示 一 - 弓 奈 各 的 关 系 结构 (或 原 
象 系统 ) ， 其 中 包含 着 待 确定 的 原 象 x*。 令 半 表 示 一 种 映射 (一 一 
对 旋 法 则 》， 通 过 它 的 作用 仆 定 原 象 结构 系统 及 锌 负 成 映 象 关系 
结构 好 ， 其 中 月 然 包 舍 着 未 知 诛 象 z 的 映 象 兴 。 如 果 有 办 法 把 2 
确定 下 来 ， 则 通过 及 沪 即 逆 师 射 了 = 站"! 也 就 相应 地 把 x 确定 下 
来 .这 便 是 RMI 工 作 原 则 的 基本 内 窒 ， 可 用 框图 表示 如 下 . 

我 们 知道 ， 不 仪 让 数 学 中 ， 


< 而 且 几 乎 在 一 切 工程 技术 或 应 用 
”科学 部 门 中 ， 都 往往 利用 这 一 原 


| 则 去 解决 问题 ， 通 常 总 是 选择 最 

LM [ > | 合适 的 映射 W， 使 得 鞋 定 原 象 x 
( 即 具体 问题 中 的 目标 对 象 》 的 

图 ?3-1 映 象 x* 较 容易 地 确定 下 来 ， 从 而 

通过 反 演 也 就 较 容易 地 把 昌 标 对 象 * 寻 找 出 来 。 由 于 许多 问题 里 
的 x 往 往 是 不 容易 确定 的 ， 因 此 上 述 工 作 原 则 也 就 非常 有 用 。 
我 们 说 过 ， 陕 射 和 反 演 可 以 赋予 很 广泛 的 舍 义 ， 因 此 了 RMI 原 

则 实际 可 以 型 解 为 一 种 包罗 万 象 的 科学 方法 论 原 则 。 例 如 ， 概 念 
乃 是 人 脑 活动 的 最 高 产物 ， 它 是 素 物 对 象 藉 事物 关系 在 人 脑 中 的 


-上 反映 。 我 们 不 谣 把 概念 的 形成 过 程 首 成 是 通过 人 脑 机 制 活动 完成 


的 映射 。 于 是 概念 便 是 事物 原 象 《对象 及 关系 》 的 映 象 。 利 用 概 
念 思维 〈 包 括 逻 辑 分 析 推 理 ) 得 出 的 结论 ， 返 回 到 事物 原型 上 去 
解决 问题 ， 这 可 以 至 解 为 一 种 反 演 过 程 。 这 样 看 来 ， 一 般 情 况 下 
通过 人 脑 概念 思维 去 解决 实际 问题 的 全 过 程 ， 在 一 定 条 件 下 也 可 
以 署 作 是 RMI 原 则 的 应 用 ， 

在 上 述 例 子 中 ，R， 民 ， 以 ，… 等 可 赋予 下 述 合 义 ， 
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有 一 -包含 着 实际 问题 的 事物 关系 系统 

fi 一 包含 着 理论 问题 的 概念 关系 系统 # 

加 一 一 从 事物 关系 到 概念 关系 的 形成 过 程 ， 

I= 及 -1 一 从 概念 返回 实际 事物 的 道 过 程 ， 

和 #- 一 … 实 际 问题 中 的 未 知 目标 z 的 映 象 。 

这 里 运用 RMI 原 则 的 目的 是 要 把 实际 问题 中 的 某 个 待 求 的 结论 确 
定 下 来 。 

以 上 所 论 基 假定 未 知 结论 《或 未 知 原 象 ) x 可 以 从 RR 关系 结构 
中 确定 下 来 。 但 直接 确定 x 较 为 国难 ， 因 此 不得 不 掀 一 个 弯 ， 道 
过 R* 找 出 x* 后 下 由 x* 反 转 到 x。 当 然 ， 这 里 用 到 的 映射 睡 与 反 演 I 
必须 是 切实 可 行 的 ， 否 则 仍 无 济 于 事 ， : 

但 是 ， 人 们 通过 概念 思维 (概念 好 辑 演绎 思维 ) 去 解决 某 些 
实际 问题 的 过 程 ， 有 时 要 比 上 述 捕 况 复杂 困难 得 多 。 例 如 ， 包 含 
著 实 际 问题 x 的 某 个 事物 系统 R 可 能 不 是 一 个 静态 的 美 系 结 物 ， 而 
是 一 个 发 展 着 的 需 变 继 续 补充 条 件 的 动态 关系 结构 ， 而 且 只 有 增 
补 荣 些 条 件 后 才能 把 * 的 结论 确定 下 洲 。 这 有 时， 六 可 以 看 成 是 外 于 
初始 状态 的 关系 结构 ，R* 是 这 种 结构 的 映 象 。 但 R* 尚 不 足 以 确 
定 x 的 噶 象 x*。 为 了 确定 x* 需 要 假定 在 RR* 上 补充 一 组 条 忻 C*. 相 
应 地 ， 也 就 需要 在 R 上 追 补 一 组 茶 件 C。 这 样 ， 用 以 解决 某 个 实 
际 问 题 的 RMI 原 则 的 运用 过 程 就 可 用 如 下 的 框图 来 表示 。 


我 们 从 事 数 学 研究 工作 时 ， 特 别 是 企图 解决 实际 中 提出 的 应 
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用 数学 问题 时 ， 为 了 得 到 待 求 的 答案 x， 往 往 采用 如 上 形式 的 
RMI 方 法 原则 ， 因 为 在 原来 给 定 的 关系 结构 系统 里 往往 由 于 关 
系 不 够 丰富 〈 即 条 件 不 够 充分 ) ， 尚 不 足以 确定 x; 因此 在 工作 
过 程 中 需要 通过 北 推 法 ， 求 出 一 组 条 件 C* 之 后 ， 再 相应 地 把 条 件 
C 追 补 到 R 上， 然后 保证 由 x* 反 演 成 *。 结 论 便 是 ， 由 R 添 加 C 可 
以 导出 预期 的 x。 

上 述 的 思想 方法 原则 ， 对 于 一 个 面临 战斗 任务 的 军事 指挥 员 
来 说 也 菲 常 有 用 。 可 以 说 ， 历 史上 每 一 个 善于 取胜 的 军事 统 昨 者 
是 自觉 或 不 自觉 地 善于 运用 上 述 方法 原则 的 人 。 法 国 历史 上 的 合 
破 仑 便 是 一 个 典型 例子 。 例 如 在 著名 的 Austeritz 战 役 中 ， 他 曾 
统率 法 军 打败 兵力 占 绝对 优势 的 俄 奥 联 军 的 联合 进攻 ， 并 使 联军 
全 面 崩溃 。 这 是 军事 史上 恩格斯 特别 称道 的 一 个 例子 。 

拿破仑 当年 的 思想 方法 或 可 表述 为 如 下 的 模式 ， 首 先是 两 军 
当时 的 布 阵 形势 加 上 池 形 、 季 节 等 各 种 自然 办 素 便 组 成 动态 的 关 
系 结构 RR。 这 个 R 在 拿破仑 头脑 中 的 映 象 为 R*, 它 是 一 系列 形象 、 
概念 思维 的 产物 ， 当 然 R* 并 不 足以 导致 想象 中 的 胜利 目标 x*, 正 
是 拿破仑 卓越 的 洞察 力 〈 甚 至 把 黎 方 统帅 的 心理 状态 也 作为 因素 
考虑 在 内 ) 预见 到 地 方 必 将 采取 的 军事 行动 路 线 ， 并 相应 地 采取 
了 击溃 和 消灭 敌 方 的 行动 时 间 计 划 ， 所 有 这 些 想 法 和 计划 便 组 成 
补充 条 件 C*。 于 是 R* 加 .上 C* 便 可 保证 从 逻辑 推理 上 导致 胜利 目 
标 x**。 由 于 这 些 概念 推理 和 行动 计划 都 能 在 实践 中 体 更 出 来 ， 所 
以 果然 取得 了 预期 的 胜利 〈 所 期 待 的 实际 答案 ) 。 

作为 属于 一 般 方法 论 范 畴 的 RMI 原 则 的 讨论 到 此 为 止 。 往 下 
我 们 将 专门 讨论 数学 领域 中 的 RMI 原 则 的 表述 形式 及 其 应 用 方面 
的 一 系列 例子 . 


§2 数学 中 的 RMI 廉 则 


， 固 为 数学 是 一 门 精确 的 科学 ， 所 以 只 弃 一 进入 数学 领域 ， 不 
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管 是 任何 方法 或 原则 均 可 获得 比较 确切 的 表述 形式 ， 下 面 我 们 先 
用 描述 方式 给 出 一 系列 常用 名 词 的 解释 。 

数学 对 象 ” 凡 可 表述 为 数学 概念 的 事物 (对 象 ) 个 体 称 之 为 数 
学 对 象 ， 例 如 ， 数 .最 ,数列 、 向 晤 、 变 数 、 函 数 、 方 程 、 泛 函 、 
函数 族 、 点 、 线 、 面 、 儿 何 图 形 、 空 间 、 集 含 、 运 算 、 算 子 、 歇 
射 、 随 机 变数 、 烽 率 、 耸 布 、 测 度 、 级 数 、 身 数 、 积 分 。、 模 类 
集 、 群 、 环 、 域 、 范 蝴 、 代 数 系统 、 其 数 、 序 数 、 邻 域 、 单 子 、 
非 标 准 实数 、 数 学 模型 、 诈 集 等 等 。 

一 般 说 来 ， 数 学 对 象 须 具 有 三 个 符 点 ， 一 是 一 意 确 定性 ， 二 
是 逐 辑 渍 绎 性 ， 三 是 特殊 情况 下 的 宅 体 背景 存在 性 可见， 凭空 
虚构 的 概念 不 能 成 为 数学 对 象 。 

关系 结构 (relation 一 structurey》 由 一 些 数 学 对 象 构成 的 
集合 称 之 为 无 关系 结构 。 如 果 在 集合 的 元 素 〔 对 象 ) 间 存 在 着 某 
种 或 某 些 数 学 关系 则 称 为 关系 结构 〈 所 谓 数 学 关系 是 指 在 数学 对 


象 间 可 以 确切 定义 的 关系 。 圣 别 ， 例 如 有 代数 关系 、 序 关系 、 拓 ， 


扑 关 系 、 函 数 关 系 、 证 函 关 系 、 和 丰 容 关系 、 不 相 容 关系 等 》 。 

一 般 说 来 ， 数 学 关系 结构 具有 下 列 三 条 件 ， 一 是 结构 系统 中 
的 对 象 必 须 是 数学 对 象 ， 二 是 对 象 间 的 联系 必须 是 数学 关系 ， 三 
是 结构 条 统 具 有 某 种 整体 性 或 可 分 解 福 。 


映射 〈 或 变换 ) ”凡是 在 两 类 数学 对 象 或 两 个 数学 集合 的 元 


未 之 间 建 立 了 一 种 *# 对 应 关系 ”， 就 定义 了 一 个 上 映射， 特别， 如 
果 是 一 一 对 应 其 系 ， 则 称 为 可 道 映 射 。 例 如 ， 代 数 中 的 线性 变 
措 ， 几 何 中 的 射影 变 措 ， 分 析 学 中 的 变数 代 撞 、 函 数 变 搁 、 数 列 
- 变 搞 、 积 分 变换 ， 以 及 拓扑 学 中 的 拓扑 变换 等 都 是 陕 射 概 念 的 邯 
知 例子 。 | 

假设 vw 是 一 个 映射 , 它 把 集合 S = {a} 中 的 元 素 映 入 (或 映 满 ) 
另 一 集合 5S* = {aq*}， 其 中 心 表示 a 的 鼎 象 ，a 称 为 原 人 象 。 这 时 可 记 
作 

y: SE—>St, C0 = ot, 
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如 果 3$ 还 是 一 个 关系 结构 ，? 能 将 S$ 映 满 S$， 则 可 记 S* = 
9(8SJ， 并 称 8* 为 映 象 关系 结构 。 

特别 ， 假 如 关系 结构 S 中 包含 一 个 未 知性 状 的 对 每 x+， 它 是 我 
们 问题 中 需要 确定 其 性 状 的 和 且 标 ， 则 称 x 为 目标 原 象 ， 定 有 映射 g 
作用 下 ，x* = P(x》 便 称 为 目标 映 人 象 ， 

如 困 上 日 标 映 象 能 通过 确定 的 数学 方法 从 映 象 关系 结构 系统 5* 
中 确定 出 米 (或 寻找 出 来 )》， 于 称 映 里 方 法 g 为 可 定 映 现 射 。 于 
是 ， 数 学 中 的 RMIi 原 则 便 可 陈述 如 下 ， 

给 定 一 个 含有 旦 标 原 象 x 的 关系 结 析 系统 $5。 如 果 能 找到 一 个 
订 定 映 上 映射 P99， 将 S 贞 入 或 由 满 5*， 则 可 从 5* 通 过 一 定 的 数学 方 
法 把 自 标 映 象 x* = p(X) 确定 出 来 ;从 呵 通 过 到 演 即 遂 映 射 9-! 便 
可 把 #= @710xt) 确 定 出 来 。 这 个 过 程 的 框图 如 下 所 示 。 


图 3-3 
全 过 程 包括 的 步 最为， 关系 一 映射 一 定 映 一 反 演 一 得 解 。 


§ 3 ”若干 较 简单 的 例 字 


正 因 为 RMI 原 则 是 一 个 极 普 这 的 方法 原则 ， 所 以 无 论 在 初等 
数学 中 或 起 现代 高 等 数学 领域 中 都 可 以 找到 它 的 许多 应 几 实例 ， 
为 节省 篇 己 计 ， 我 们 只 介绍 一 些 极 典 型 的 恒 子 . 

例 一 人 们 进行 旋 大 数字 的 开 方 、 乘 方 等 数值 计算 时 ， 往 往 
应 用 对 数 方 法 ， 比 方 ， 要 计算 p =a 了 p” 的 数值 ， 计 算 过 程 即 
如 下 图 所 示 。 
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图 3-4 

”在 这 个 例子 中 ,映射 的 运用 是 别开生面 的 ， 不 是 直接 求 # 值 ， 
而 是 先 求 p 在 某 种 映射 下 的 映 象 ， 普 然 , 这 里 映 墓 方法 的 选取 非常 
成 功 。 纳 皮尔 (Napier) 的 贡献 就 在 于 他 看 和 甫 了 指数 运算 与 真 数 
运算 的 对 应 法 则 ( 喘 射 与 反 演 的 关系 )， 把 后 者 的 计算 任务 转化 为 
前 者 的 计算 任务 (把 乖 法 转化 为 加 法 ,把 开 方 根 计 算 转 化 为 除法 或 
分 数 乘 法 ), 从 而 大 大 提高 了 计算 效率 。 纳 皮尔 在 十 六 世纪 末期 首 
先 把 上 述 观 射 及 其 有 反 演 发 展 成 一 套数 值 计 算 方法 ， 并 编制 了 对 数 
表 作 为 映射 反 演 的 工具 。 这 就 是 他 在 数学 史上 不 可 磨灭 的 功绩 。 

例 二 “利用 射影 变换 的 不 变性 ， 可 以 将 平面 几何 中 的 许多 定 
理 推广 到 射影 几何 中 去 。 今 以 著名 的 巴 斯 卡 〈《Paseal) 定理 为 
例 来 说 明 其 思想 方法 。 这 个 定理 断 塞 ，“ 加 内 接任 意 六 边 形 的 三 
双 对 边 延 长 线 的 交点 必 共 线 ”。 拒 男 换 成 梢 圆 ， 这 定理 照样 成 
立 。 这 就 是 射影 几何 中 的 巴 斯 卡 定理 。 

给 定 一 个 椭 加 和 它 的 内 接 六 边 形 ， 于 是 三 双 对 边 的 延长 线 给 
出 三 个 交点 4，8B，C (假定 其 中 没有 无 穷 远 点 ) 。 今 在 它们 两 两 
之 间 用 直线 连结 起 来 ， 可 得 到 一 个 未 知性 状 的 凡 何 物 ， 即 未 知 原 
象 〔 所 亩 “未知 ”是 指 该 几何 物 是 一 三 角形 还 是 一 直线 尚未 确 
定 ) 。 上 述 整 个 几何 图 形 所 表现 的 关系 结构 便 是 原 象 关系 。 为 了 
确定 未 知 原 象 的 几何 性 状 ， 可 对 .上 述 原 象 关 系 实行 射影 变换 即 
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把 上 述 椭圆 置 了 于 一 个 适当 的 贺 锥 的 截面 上 ， 使 之 正好 成 为 截 日 。 
这 时 圆锥 底面 上 的 对 应 图 形 《射影 ) 是 一 个 圆 内 接 六 边 形 ， 由 于 
平 闸 几何 中 的 巴 斯 卡 定理 已 知 六 边 形 三 双 对 边 延 长 线 的 三 个 交点 
共 线 ， 于 是 根据 射影 变换 下 闪 线 关系 的 不 变 人 狂 ， 反 过 来 由 对 应 关 
系 推 铅 未 知 原 象 ( 即 4，3，C 两 两 联 成 的 线性 图 形 ) 也 是 一 直线 。 

在 上 述 扒 理由， 映射 就 是 射影 变换 ， 肌 象 关系 就 是 国内 接 六 
边 形 及 三 双 对 边 延 长 线 的 三 实 点 。 求 得 的 里 和 象 就 是 三 交点 联 成 的 . 
一 直线 ， 反 过 来 的 对 应 关系 便 是 反 演 。 确 定 下 来 的 未 知 原 象 就 是 
由 所 ，B，C 联 结 成 的 直线 图 形 。 

例 三 ” 微 积 分 学 中 寻求 某 些 震级 数 的 和 函数 问题 ， 也 往往 可 
根据 RMI 诛 则 来 获得 解决 。 例 如 ， 试 求 下列 赛 级 数 的 和 函数 ， 

2 名 4 
S(x) = 1 ~ 六 让 一 … (lx). 

这 里 所 谓 求 和 函数 ， 就 是 要 求 出 和 函数 $(x)》 的 初等 表 达 式 。 因 
此 ， 这 种 表达 式 就 是 我 们 所 寻求 的 对 象 ， 即 未 知 原 狂 。 当然， 和 
函数 实质 上 已 被 上 述 宕 级 数 所 确定 ， 所 以 寡 级 数 与 S(x》 的 相等 
洋 系 使 是 原 象 关系 。 我 们 知道 ， 宕 级 数 在 它 的 收 敏 区 域内 可 以 恶 
项 积分 和 逐 项 求 微 商 。 就 自前 问题 而 言 ， 采 用 微 商 算 子 D 所 给 出 . 
的 如 下 映射 | 


v: fr>Df= ff 


可 以 把 58tx》 变 换 成 一 个 较 简 单 的 熟知 对 象 〔 股 象 》， 


2 如 
SCx)=x 一 本 二 可 一 ‘=ogtltxr), 


在 原 象 f 满足 1(0) = 0 的 限制 下 ， 映 射 D 是 一 对 一 的 ， 其 反 演 是 
9 sr>D-'g=| ‘gDdt, 


因此 ，s$” (xy 的 反 演 结果 和 便 给 出 了 原 象 表示 式 
SCxX) = 和 iegcarod= C1+x)log(tl+ x)}— x, 
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上 述 解 题 过 程 显然 符合 RMI 原 则 的 框架 。 今 再 举 一 例 ， 试 求 

下 列 徊 级 数 的 和 阅 数 ， 
Sx)=1:9+2*0x+ S34r + |x!l<1), 

此 时 采用 了 映射 
pr f(x) > 全 全 rodudr， 
“可 得 

站 sepa (lx| < 办， 
施行 反 演 

人 gz g(x), 


则 得 


_ dad? ff x: YN 2 
Sx) = dx (去 ;) {1— xys (Ix|<1), 


这 便 是 所 要 寻找 的 原 象 的 表示 式 ， 

上 述 诸 例 表明 ， 应 用 RMI 原 则 去 处 理 数 学 问题 时 ， 重 要 关键 
是 和 如何 选取 合适 的 映射 。 事 实 上 ， 只 有 当 驱 射 选 得 好 ， 才 能 使 问 
题 迎 刃 而 解 。 

例 四 郊 知 解析 几何 方法 可 用 以 处 理 平 面 几何 问题 ， 其 基本 
上 服 想 方法 也 符合 &MI 原 则 。 控 照 解 析 儿 何 ， 笛 卡 儿 坐标 平面 上 的 
点 用 数 偶 《*， 殷 来 表示 ， 直 线 和 圆 分 别 用 x*，3# 的 一 次 和 二 次 方 
程式 来 表示 。 这 样 ， 作 为 原 象 的 几何 图 形 一 -点 、 线 、 贺 等 便 和 
作为 映 象 的 (x， 拉 及 含 x，# 的 一 次 、 二 次 式 一 一 对 应 起 来 。 这 
种 对 应 关系 即 是 映射 关系 。 | 

通常 ， 一 个 几何 问题 无 非 是 关于 某 些 特定 几何 图 形 间 的 关系 
问题 。 这 种 关系 结构 问题 在 上 述 对 应 《映射 》 下 便 转 化 为 代数 式 
之 间 的 关系 问题 * 即 栈 射 关系 ) .于 是 通过 代数 运算 不 难 求 得 所 需 
要 的 一 些 代数 关系 。 这 些 关 系 再 翻译 回去 就 可 得 出 原来 几何 图 形 
《 原 象 )》 间 的 某 种 几何 结论 ， 而 这 正 是 原来 要 求解 答 的 问题 . 
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上 述 思想 方法 可 用 框图 表示 各 下 ; 


了 映射 ( 解 折 才 丕 )| 代数 关系 问题 


课题 日 的 | [en 


确定 基 种 多 何 反 演 翻译 加 去 | 或 出 茶 些 
闫 系 代数 关系 
图 3-5 


今 举 一 例 ， 以 示 上 述 原 则 的 具体 运用 。 设 日 为 三 角形 4BC 
的 叭 心 ，D，E，F 为 三 高 的 垂 足 。 自 马 分 别 作 48，BH,CH,， C4 


图 3-6 


为 简化 问题 ， 取 了 为 坐标 原点 ，DC，D4 分 别 为 x>，# 辆 。 设 
千古 标 4 (0，a) ，B 《5，0)，C (ce，0) 。 这样， 便 不 难 列 出 
原 象 图 形 中 十 条 直线 在 映 象 系统 中 所 相应 的 十 个 一 次 方程 式 (为 
节省 篇 幅 ， 方 程 具体 形式 不 一 一 写 出 ) 。 只 需求 解 各 对 一 次 联 立 
方程 ， 便 可 求 得 各 点 公 标 : 


Ae oc aib avbz 
N 三 39 一 2 于 在 EK PE zh)， 
@2 二 cz 62 十 C @8 十 此 2 人 2 十 下 
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WE 十 下 ”一 7) LE Eci* a )- 


这 些 点 的 淮 标 分 别 满 足 解 析 有 几何 中 的 三 点 共 线 条 件 


| aic Ac 1 | 
a + ce? d+ ee® 
aib abs: 
a +b: arsbi 1|=0 
bze __abe 
a? +b2 aisb: 1 
-ac a 1 
好 2 十 53 dt+e? 
a:b ab? 1 = 。 
和 a: +b? az +b? 
cb _abe 1 
CC 十 Ca dtr+c’ 


这 两 个 代数 关系 式 的 几何 解释 是 本，， 前 共 线 入， 下 ,L 共 线 , 
鼓 结 论 是 不 ， 辩 ， 型 ， 工 四 点 共 线 。 

例 五 ”让 上 侧 中 ， 如 果 把 作为 蜡 象 所 在 域 的 箔 卡 儿 上 坐标 平面 
换 成 高 斯 的 复数 平面 ， 并 对 点 。 直 线 、 圆 等 几何 对 象 分 别 对 应 地 
表示 成 如 下 的 复数 形式 ， 

几何 点 二 >2=xtiy (i=/ ~ 1) 

过 2 ,Zs 的 直线 x32- 2 =h(2Z, -2),) (~ hoo)s 

以 Ze 为 心 以 p 为 半径 的 圆 < > 12 一 2 | =p。 

在 上 述 对 应 关系 作成 的 映射 下 , 几 平 面 几何 中 涉及 点 , 线 、 贺 
的 几何 关系 等 问题 ， 均 可 表 成 复数 平面 上 的 某 些 代数 等 式 关系 。 
这 祥 ， 只 需 通 过 复数 的 一 些 代 数 计算 ， 把 得 出 的 关系 式 重 新 翻 
译 成 几何 关系 ， 便 可 获得 几何 命题 的 证 明 。 因 此 。 如 上 所 述 的 基 
本 思想 方法 ， 仍 可 纳入 RMI 原 则 框架 。 在 《初等 数学 论 从 》 第 1 
辑 有 常 庚 哲 同志 写 的 《用 复数 解 几何 题 》 一 文 ， 文中 不 少 有 趣味 
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的 例题 ， 值 得 参考 。 

用 代数 计算 或 复数 计算 去 代替 几何 命题 的 论证 ， 方 法 比较 机 
械 ， 一 般 不 会 遇 到 险阻 ， 这 样 做 的 好 处 是 ， 可 以 避免 在 几何 证 题 
中 为 寻求 特殊 的 “I5 思 ”而 耗费 太 多 的 时 间 ， 


§4 “ 几 个 较 难 一 点 的 例子 


这 里 将 介绍 一 种 非常 有 用 的 映射 ， 叫 做 霸 级 数 变 换 ， 对 于 寻 
找 或 确定 一 个 数列 来 说 ， 通 常 又 把 它 叫 做 “发生 函数 ” 。 这 是 在 
近代 组 全 数学 及 概率 统 讨 学 中 应 用 很 广泛 的 一 种 餐 射 方法 。 

方法 的 大 意 是 ， 为 了 研究 一 个 数列 ， 例 如 {a,}: aoyeiyei， 
-…，4s。… 的 结构 ， 我 们 利用 一 个 形式 等 级 数 

Go ottartiti+at*+ 

与 {4。} 对 应 起 米 。 这 样 我 们 就 把 一 个 离散 考 的 数列 对 象 换 成 了 一 
个 在 分 析 学 上 便于 处 理 的 解析 对 象 。 正 因为 在 分 析 学 中 对 于 震级 
数 运 算 已 育 一 赛 园 定 的 方法 ， 所 以 在 上 述 对 应 《映射 》 下 ， 作 为 
宕 级 数 系 数 的 数列 {fe,} 的 结构 问题 也 就 使 于 通过 宕 级 数 运算 去 分 
析 和 Ff 究 了 。 

例 一 ” 试 按 照 RMI 原 则 求解 差分 方程 

ff tf 《a=2，3，4，…)》 ， 

其 初始 条 件 为 f = 1， 廊 = 2。 

差分 方程 就 是 数列 间 的 “ 递 推 芙 系 ”。 所 谢 解 差分 方程 ， 就 
是 要 求 根据 递 推 关系 及 初始 条 件 去 确定 整个 数列 {f,} 的 构造 形 
式 ， 也 即 要 求 得 出 ,的 一 般 表达 式 。 为 此 ， 可 引入 如 下 形式 的 映 
射 ( 塞 级 数 变 换 )， 


{fr FD= 1+ Sr + 


此 处 在 圭 级 数 中 添加 1 作为 常数 项 只 是 为 了 下 面 的 计算 方便， 其 
5 


实 ， 邻 人 代表 常数 项 ，f ,表示 1* 的 系数 ， 方 法 仍然 可 行 。 
在 上 述 上 映射 关系 中 ，{f,} 是 原 人 象 《 未 知 元 】》，F(D 是 它 的 上 映 
象 ， 因 为 {f,} 是 未 知 的 ， 所 以 了 (DD 也 是 未 知 的， 但 是 根据 给 定 的 
原 象 关系 连同 初始 条 件 ， 可 以 相应 地 获得 映 象 了 (DD) 之 闻 的 关系 
FOD = 1+f0t+tfit t+ ft + +t 
=1+rt+tfots tft tt ft + 
+ 
=1+1P (+1 F(R, 
这 样 ， 我 们 就 从 原 象 区 系 导出 了 映 象 关 系 
Pi)=1+{+tt) F(t), 
由 此 求 出 侠 登 
P=1/(1-t-1), 
从 塞 级 数 展开 式 求 出 系数 序列 的 过 程 ， 叫 做 窜 级 数 变 撞 的 反 
演 。 作 为 最 后 一 步 ， 还 须 对 求 得 的 映 象 已 (力作 反 演 。 事 实 上 ， 利 
用 分 项 分 式 法 可 得 | 


其 中 1 一 4- 二 = (1-aD(tl-bD， 且 
a=4(1+rv5), y=3(1-v5). 
辕 此 可 得 出 F(1) 的 展开 式 
P00- eb j= 于 之 fo 
比较 如 得 
A) (其 ) 上 
这 样 便 完 全 确定 了 {f 的 具体 结构 形式 。 


值得 提 及 的 是 ， 7 了。 《或 记 作 五 :1 n=0, 1, 2, ‘1 实际 就 
是 优选 法 理论 研究 中 经 常用 到 的 斐 波 那 奇 (Fibonacci)y 数列 ， 
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俗名 “兔子 数列 ”。 
例 二 ”一般 揭 二 项 系数 记 为 
(分 = (GE 一 1》 一 二) 
£)= A 


这 里 的 a 可 以 是 任 意 实效， 特别 (8 ) = 1。 今 设 e 和 8 是 任意 两 个 实 
数 ， 试 求 下 式 之 和 
Ca PX 
不 = 中 a 
这 里 所 谓 “ 求 和 ”的 意思 是 要 求 找 出 c, 的 简明 表达 式 ， 即 不 再 包 


会 求 和 运算 的 表达 式 。 为 此 目的 ， 我 们 采取 如 下 步骤， 
第 一 步 ， 明 和 确 原 象 关 系 。 简 记 . 


Hn 一 = nl? 
(9 b= (9) 
则 所 求 对 象 {c .} 就 由 如 下 关系 所 确定 ， 
Ca Parbss (i= 1;……)， 
下 一 月 


这 就 是 原 象 关系 ， 其 中 尚未 找 出 一 般 往 明 表示 式 的 c. 就 是 未 知 
元 。 
第 二 步 ， 引 用 冠 级 数 变 换 作 为 映射 工具 ， 


E93 


{a } > A = as 了 


| 


{>B0) = Sr ; 
nn 
{er} > C= Sor. 


第 三 步 ， 找 出 上映 象 关 系 。 由 苦 级 数 的 溢 法 规则 和 有 原 象 关系 ， 
可 得 
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C(t)= >, cnt” = SD t= A Bt)., 


| no0 =0 


这 说 明 映 象 关 系 就 是 简单 的 乘积 关系 。 
第 四 步 ， 确 定 {e。} 的 映 象 。 根据 牛顿 二 项 式 定理 ， 


400= T(t, 


BD= S(O = + (上 < 了， 


n= [| 


从 而立 即 得 出 fc ,的 映 象 为 
CAD = + A Or = C+D +e, 
最 后 -- 步 ， 作 反 演 。 求 CD 的 展开 式 系 数 ， 可 得 


(9) ， 


这 样 使 把 诛 象 确定 下 来 结论 是 下 列 组 全 便 等 成 立 : 
>D02D=039 . 


这 就 是 组 合 数 学 中 著名 的 范 德 蒙 《Vandermonde) 定理 。 


从 例 一 我 们 已 经 看 到 窒 级 数 变 换 在 解 差分 方程 时 的 作用 。 十 
九 世 纪 初 期 的 数学 家 ， 例 如 拉 普 拉 斯 ‘(Laplace》， 就 已 经 领悟 
到 差分 方程 不 过 是 微分 方程 的 离散 化 形式 .由 此 通过 对 比 联 想 ， 


拉 营 拉 斯 成 功 邮 引入 积分 变换 
(D>F (Cs) = | De ed 


作为 求解 微分 方程 的 山 射 工具 ， 这 一 映射 工具 非常 有 效 ， 在 现代 
数学 文献 长 教 本 中 称 之 为 拉 氏 变换 ， 它 的 研究 已 成 为 现代 运算 微 


积分 的 理论 基础 。 


为 说 明 上 述 映 射 的 功能 ， 这 里 举 一 个 《工程 数学 》 教 本 中 的 


简单 例子 . 
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例 三 试 按照 RMI 原 则 求解 微分 方程 
加 二 28 — By=e ', 
其 初始 条 件 为 48(0) = 0,，¥ (0)=1, 
第 一 步 ， 明 确 原 象 关 系 , 在 本 题 中 未 知 原 象 为 y(tf)， 它 所 满 
足 的 微分 方程 和 初始 条 件 组 成 原 象 关系 。 | 
第 二 步 ， 应 用 拉 氏 变换 作用 射 。 原 象 #(b 的 映 象 是 


Y(s) = [ee ytDdt 。 


邻 对 微分 方程 两 边 的 函数 同时 作 拉 氏 变 换 ， 并 顾及 初始 条 件 。 利 
用 初等 微 积分 中 的 分 部 积分 法 ， 不 难 求 得 映 象 关系 
szY(s) -1+2s7( -37(s)= 1 


s+1° 
第 三 步 ， 从 映 象 关系 求 出 映 象 。 可 得 


Try- . s+2 | 
(D5 (Fs D+3) 


一 ..- . 3 — 1 1 
8cs— 1) A(s+ 1) 8s+3)° 


第 四 纱 ， 求 了 (3) 的 道 变换 《 即 拉 氏 变换 的 反 演 ) 、 利 用 拉 氏 
变换 对 照 表 ， 可 以 立即 写 出 了 (5 的 原 象 ， 


YD) = 20 -ee3+), 


这 便 是 微分 方程 的 解 ， 

例 --、 例 三 中 的 求解 方法 可 以 推 广 到 一 般 情 形 ， 即 车 级 数 变 
换 与 拉 氏 变换 可 分 别 用 作 求 解 高 防 常 系数 差分 方程 与 徽 分 方程 的 
映射 土 具 。 窜 知 其 详 ， 请 读者 参考 差分 方程 与 微分 方程 的 有 关 书 
处。 

近代 概率 论 中 常用 的 特征 函数 方法 以 及 关于 一 些 数学 物理 方 
程 《 偏 微 边 值 问题 通过 变 分 原理 化 为 积分 方程 极 值 问题 而 进行 
求解 的 方法 等 ， 显 然 都 本 归 入 RMI 原 则 的 基体 应 用 范围 下去。 还 
有 关于 积分 方程 的 Fredhoim 基 本 公式 也 可 根据 RMI 原 则 来 寻 出 ， 
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但 须 利 用 从 连续 结构 到 离 散 结构 的 映射 方法 ， 


835 “用 RMI 原 则 分 析 “ 下 可 能 性 命题 ” 


数学 上 有 - 类 问题 ， 叫 做 不 可 能 性 问题 ， 即 关于 某 类 数学 对 
象 不 可 能 存 讶 其 种 属性 ， 或 者 森 个 系统 不 可 能 存在 荣 种 元 崇 的 那 
寿 问 题 ， 所 刘 不 可 能 性 命题 驾 是 否定 某 种 存在 性 的 命题 。 例 如 ， 
2 不 是 有 理 数 《 即 有 理 数 集合 中 不 包含 3 了》 以 及 “二 等 分 角 
的 尺 规 作 图 不 可 能 性 ”等 等 都 是 不 可 能 性 命题 。 

RMI 头 则 不 仅 可 上 内 以 直接 探索 某 些 关系 结构 的 未 知 原 象 ， 而 
肿 也 可 用 以 分 析 论 证 某 些 不 可 能 性 命题 ， 

例 一 ” 试 按 RMI 原 则 证 明 实 数 集 人 台 的 不 可 数 性 〈 印 用 自然 数 
编号 不 可 能 把 全 体 实数 都 排列 成 一 个 无 穷 数列 ， 如 XxX;，Xx，，…， 
Xn 

我 们 内需 证 明 (0，1》 内 的 全 和 体 实数 点 不 能 排 成 一 个 数 妈 
《点 列 ) fx xi XI Xs 为 上 时， 了 内需 让 有 明 
0，1》 内 的 任何 一 个 处 处 秽 密 的 无 究 数 列 {x ,} 都 不 能 完全 取 可 
CO， 了 1) 内 的 爹 体 实 数 《 即 点 列 {x 不 能 填 满 (0，1)》 区 间 ) 。 

邻 设 {x} 是 一 个 备 数 皆 相 基 而 处 处 称 密 于 (90，1) 的 任何 数 
列 。 我 们 要 让 明 {xr} 决 不 可 能 充满 (0，1》 区 间 。 也 有 即 (0，1) 
内 总 有 革 些 实数 不 包 仿 在 数列 {x ,之 办 、 为 此 ， 我 们 丸 只 须 证 明 
{x 内 总 存在 基 个 子 序 PI{xnp}: Xn Xnoy po Xp "…， 它 
的 极限 值 含 于 《0。1) 内 但 却 个 在 数 丈 {z 之 肉 。 可 是 这 样 的 子 
序列 是 否 存 在 还 不 知道 。 下 面 我 们 就 根据 RMI 原 则 来 排 断 这 种 子 
序列 的 存在 性 。 

我 们 把 具有 .上述 性 质 的 子 序 列 称 为 {x.} 的 特异 子 序 列 。 这 种 
子 序 列 妨 是 包含 在 {x } 序 询 结 构 中 的 未 知 原 象 〈 连 存在 性 也 不 知 
道 的 原 象 ! 》 。 

第 一 步 ， 对 {xc} 作 一 个 保 库 有 理 映 射 ， 
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x Oy, Rl, 
这 个 肌 射 的 具体 作法 是 ， 另 取 一 个 数 轴 的 单位 区 间 “0，1) 作为 
映 象 点 亨 {y ,|j 的 所 六 区 间 。 首 先 取 C0，1) 的 中 点 作为 及 《 即 


# = 去 )》， 和 如果 x <z: 则 命 4 为 《0， 纺 )》 的 中 点 ， 否 则 命 J 为 


(#1， 1) 的 由 点 。 这样，y 1，# 问 的 位 置 排序 关系 和 x,，x, 间 
的 排序 一 致 。… 般 说 来 ， 上 映射 的 粕 造 规则 是 : (1》 要 求 映 射 是 
保 序 的 ， 攻 对 应 于 x ; 达 X 1 应 有 J ;之 #;; (2) 如 果 接 序号 来 讲 ， 
x 是 继 x ;，Xj; 二 点 之 后 《 即 当 Kk>i， 上 >1 有 时) 最 先 落 入 空白 区 间 
{x Ki) 的 点 ， 意 即 假 谈 《xi Xi) 中 不 含有 编号 小 于 i， i 的 
% 点 ， 硬 #4 ; 世 X 艺 Xi， 岂 K 是 满足 条 件 t*>i，£ 放 的 最 小 序号 ， 则 
规定 y= 于 (b+ 所 )》 ， 从 而 仍 有 保 序 关系 y ;< 之 1。 

接 上 述 上 映射 规则 ， 可 见 每 个 y 均 可 表 成 形 如 m/2" 的 有 理 分 
数 《 世 即 二 进 小 数 ) 。 

第 二 步 ， 确 定 映 和 象 数列 的 具体 结构 。 为 此 ， 我 们 应 证 明 下 述 
引 理 ， 

引 理 ”数列 {y.} 取 遍 形 如 m/2* 的 全 体 有 理 数 ， 其 中 =1， 
2，…，2* 一 1 =1， 02，3，…。 特别 ， #1 三 1/2 相当 于 k=1， 
m= 1,， 

可 用 反 证 法 证 明 这 个 引 理 , 假定 {y,} 并 非 取 遍 一 切 形 如 n/2* 
的 有 至 数 ， 则 必 存 在 某 个 最 小 的 45= 大。 《 基 2》 和 其 个 奇数 mm = 2j 
+1I 致 使 nh/2&' 不 包含 在 数列 {9,} 内 .既然 & 是 最 小 者 ， 故 这样 的 
m/2R0 必 处 于 {yj 中 基 岗 数 《 两 点 》 

yo= j/k m1 Sy + 1)/2k0—! 
(Oj <2k i 1) 
之 申 值 位 置 . 亿 由 {x,} 的 秽 密 性, 必 有 某 个 x ,首先 落 入 区 间 (x,， 
xn》 中 ,于 是 对 应 于 x; 应 有 


1 = 了 (3 + yr) =m/2ko, 
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是 含 于 {x} 内 的 一 个 数 。 由 此 得 一 子 盾 ， 引 理 得 证 。 
第 三 步 ， 确 定 {1# 四 中 的 一 个 特异 子 序 列 。 售 于 (0，1) 内 而 不 
在 1 中 的 实数 是 很 多 的 。 例 如 六 = 1/3 就 不 在 {y,} 内 。 显 然 ， 
{yr} 内 存在 一 个 单调 增 序 列 yn，, 和 一 个 单调 括 序 列 {yin,}， 使 得 


lim yy, = = 1im ， 
k= “ng # rm 


此 处 ， be Ym , k= 1 2 "es 


第 四 步 ， 通 过 反 演 获得 {x,} 的 特异 子 序列 。 事实 上 ， 由 道 映 
射 我 们 得 到 


XH k= 12 


1 一 不 让 -41 
= EF = 
limxn, 六 1 站 limxm,. 


易 知 六 = xz =x*。 怕 则 ， 将 有 xX, 仿 于 (x?， 圣 》 内 ， 从 测 由 保 序 
关系 有 #, 含 于 一 外 (yn ym ) 办， 这 样 ，y,= 扩 ， 导 致 了 矛盾 - 
进一步 ， 可 推 知 ** 不 在 {x 小 内， 否则 将 友 


= = 也 y 


又 导 玛 矛盾 。 因 此 ，{xn 和 {fxm,} 都 是 特异 子 序 列 。 

环 然 x* 含 于 (90，1) 而 不 在 {x,} 内， 此 已 证 明 {x。} 不 能 填 
满 区 间 (9，1》。 实 数 集合 的 不 可 数 性 至 虹 获 证 ， 

学 计 分 析 数 学 的 人 都 知道 ， 应 用 康 托 《Cantor) 的 “对 角 
线 论 证 法 ”可以 很 简短 地 证 明 实 数 集 合 的 不 可 数 性 。 但 上 面 的 证 
法 符合 RMI 了 原则 的 框架 ， 看 来 还 是 比较 自然 的 ， 直 观 的 ;因为 它 
通过 映 象 数列 {#y。} 不 能 填 满 区 间 (0，1) 的 事实 ， 直 接 对 应 好 导 
出 了 原 象 数列 {x,} 不 能 十 满 〈0，1) 的 结论 。 

例 二 “” 试 应 用 RMI 床 则 概略 地 分 析 几 何 三 天 难题 尺 规 作 图 解 
法 的 不 可 能 性 。 

所 谓 几 和 何 三 大 难题 ， 就 是 古 希 腊 时 代 提 出 的 三 个 尺 规 作 图 


和 2 


题 ， 

《1》 要求 作 一 正方 形 ， 使 其 面积 等 于 单位 图 的 面积 r， 抽 如 
要 求 作出 长 为 7 的 线段 《这 叫做 “加 化 方 问题 ”) 。 

C2》 要 求 作 一 立方 体 ， 使 其 体积 等 于 原单 位 立方 人 体积 的 
二 售 ， 也 即 要 求 作出 长 度 为 2 的 线段 烷 《这 四 做 “ 信 立 方 问 
题 ”)》 

《3) 要 求 把 任意 角 进 行 三 等 分 《这 时 做 “三 分 角 问 题 ”)》。 

利用 任何 有 限 个 步 绝 的 尺 规 作 图 法 都 不 可 能 解决 上 述 三 题 一 
事 。， 早 在 上 一 世纪 就 已 获得 彻底 证 消 。 但 是 关于 “不 可 能 性 ”的 
论证 细节 很 繁 长 《需要 用 到 伽 多 瓦 理论 等 知识 ) ， 这 里 只 能 对 其 
基本 思路 作 一 个 十 分 简要 的 撒 述 性 说 明 ， 

在 如 上 《1》 《2》 两 题 的 陈述 中 ， 把 作 图 要 求 转化 为 求 作 长 
度 为 wf 与 V2 的 线段 ， 这 实际 上 已 经 用 到 了 形 数 对 应 法 则 ， 事 
实 上 ， 为 了 确定 尺 规 作 图 可 能 性 准则 ， 必 须 虚 用 解析 几何 的 形 数 
对 应 《映射 》 方 法 才能 获得 成 瑟 ， 

分 析 一 切 几 何 作 图 过 程 的 基本 步 台 ， 无 间 是 要 确定 一 些 点 的 
位 置 。 在 入 卡 儿 汪 标 平面 上 ， 点 的 位 置 自 维权 坐标 所 确定 ， 风 
此 ， 作 图 过 程 的 基本 步骤 又 可 归结 为 求 作 定 长 的 线段 。 定 长 线段 
万 是 最 基本 的 几何 量 。 

任何 作 图 不 能 从 “乌有 ” 开始 ， 因此 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 总 
可 把 作 图 开始 用 的 愿 来 给 定 的 几何 看 奢 作 一 个 单位 长 线段 。 单 位 
长 是 人 为 规定 的 ， 作 此 规定 对 以 后 的 分 析 投 述 比较 方便 。 下 面 我 
们 采用 解析 几何 学 的 形 数 对 应 观点 分 析 问 题 。 

如 六 家 所 知 ， 一 量 取 定单 位 长 线段 对 应 于 数量 1 之 后 ， 数 轴 
于 履 些 代 束 有理数 的 华 标 点 ， 便 可 由 尺 规 作 出 。 如 果 考 虑 笛 卡 尔 
坐标 平面 ， 则 一 切 以 有 至 数 为 纵横 坐标 的 位 置 点 便 都 可 由 尺 规 作 
出 。 这 些 点 可 称 为 有 理 点 。 用 直 尺 作 图 可 以 联结 任意 两 个 有 理 
点 ， 当 然 还 可 以 借助 二 六 规 作 出 各 个 有 理 数 的 平方 根 以 及 平方 根 
的 平方 根 等 数量 。 
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在 上 述 坐 标 平面 上 ， 使 用 直 尺 作弄 的 直线 ， 使 用 圆规 作出 的 

四周 ， 它 们 的 方程 式 无 非 是 如 下 的 形式 : 
ax+bytc=0, 
(x— d+t(y—e):=7’, 

这 里 4a，5，c，4，e，+ 等 也 都 是 些 有 理 数 经 过 有 限 深 +、 一 、x、 
+ ,yw ”等 五 则 运算 得 出 的 数量 ,所谓 尺 规 作 图 法 ， 按 形 数 对 应 的 
解析 几何 观点 来 看 ,无 非 是 利用 直线 与 直线 相交 、 直 线 与 圆 骨 村 
交 、 阅 与 加 入 交 等 截取 交点 的 几 种 基本 方式 来 进行 的 。 自 然 ， 这 
些 交点 举 标 相应 地 是 由 两 个 一 次 联 立方 程 、 一 次 与 二 次 联 立 方 
程 、 两 个 二 次 联 立 方程 的 代数 解法 来 确定 的 ， 因 此 ， 所 能 得 出 的 
数量 都 是 由 有 理 数 经 过 有 限 多 次 五 则 运算 表示 出 的 数量 。 尺 规 作 
图 所 能 作出 的 公 跟 于 这 类 形式 的 数量 《通常 表现 为 线段 长 的 几何 
景 ) 。 这 便 是 尺 规 作 图 法 的 一 条 准则 ， 它 可 以 用 来 判断 邵 些 作 图 
题 可 用 尺 规 解决 ， 哪 些 则 不 能 解决 ， 

根据 形 数 对 应 法 则 ， 我 们 已 经 知道 倍 立 方 间 题 与 昭 化 方 问题 
所 要 求 作 的 数量 分 别 是 w 2 和 wz 。 可 是 ， 根 据 佑 罗 瓦 理论 和 
1882 年 林 德 曼 (Lindemann) 已 证 明 r 与 元 都 是 超越 数 的 事实 ， 
我 们 知道 Y% 了 与 地 都 不 属于 上 述 尺 规 作 图 准则 所 规定 的 数量 范 
围 。 因 此 ， 问 题 (1) 和 (2? 从 报 本 上 说 来 ， 都 是 只 规 作 图 法 不 
可 能 解决 的 问题 。 

为 说 有 明 三 分 角 问 题 不 能 解 ， 只 需 以 60" 角 为 例 说 朋 即 可 。 为 
把 60" 三 等 分 ， 必须 用 尺 规 作出 数量 cos20° 或 sin20”. 于 熟知 的 
三 角 恒 等 式 


CosSxy = deCoSsaXy 一 3coSsX 
中 置 *= 202， 则 cos3x = cos60°” = 己 ， 故 上 述 等 式 变 为 3 = cos20° 
的 三 次 方程 
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利用 三 次 方程 的 求 根 知 识 ， 可 以 证 明 这 个 方程 中 的 y 有 一 个 正 实 
根 ， 两 个 负 实 根 ， 它 们 都 必须 用 有 理 数 的 立方 根 表示 出 来 ， 而 无 
法 表 为 尺 规 作 图 准则 中 的 数量 形式 。 因 此 ， 即 使 是 60* 药 三 分 角 
问题 也 不 能 解 ， 

从 给 定 的 初始 线段 出 发 ， 凡 能 由 尺 规 作 图 得 出 的 一 切线 段 ， 
统称 为 襄 作 几何 量 。 这 些 量 构成 一 个 类 。 几 何 三 大 难题 要 求 作出 
的 线段 可 称 为 待 作 几 何 量 。 在 形 数 对 应 法 则 下 它们 所 对 应 的 解析 
量 分 别 为 有， 尺 计 和 eos20" 等 等 。 于 是 以 上 扩 述 尺 规 作 图 不 可 
能 性 的 推理 过 程 显然 可 表示 为 下 列 框图 。 


待 作 凡 柯 量 与 可 


作 几 何其 的 关系 一 
间 是 形 攻 对 应 7 


待 作 解 析 革 与 可 
| 作 解 拆 量 的 奖 
系 疝 题 . 


和 一 反 污 pe 
z 图 3-7 
这 说 明 关于 作 图 问题 不 可 能 性 的 分 析 也 可 纳入 一 般 RMI 原 则 的 范 


畴 。 关 于 几何 作 图 理论 的 详细 讨论 ， 请 参考 李 克 正 局 志 《 几 和 何 作 
图 杂谈 》 一 文 ， 见 《初等 数学 论 从 》 第 1 辑 . 


§6 ”关于 RMI 原 则 的 补充 说 明 


我 们 马 经 举 了 十 个 例子 ， 冰 明 RMI 原 则 的 种 种 应 用 。 但 要 注 
意 ，“RMI” 并 不 是 一 个 万 能 的 原则 ， 事 实 上 有 许多 数学 问题 是 
不 能 依靠 “RMI” 来 解决 的 。RMI 原 则 的 主要 作用 ， 只 是 帮助 启 
发 解决 问题 的 思路 而 已 。 - 
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在 我 们 列举 的 一 些 例子 中 已 经 在 到 ， 对 于 特定 的 数学 问题 ， 
为 了 有 效 地 参 汝 RMI 原 则 所 规划 的 框架 去 解决 问题 ， 必 须 利用 可 
定 映 映射 去 完成 定 映 这 一 步骤 

“ 定 映 ”， 就 是 要 从 映 象 关系 里 确定 出 未 定 目标 映 象 的 属性 
(数量 、 形 式 或 某 些 性 质 ) 。 这 在 不 同类 型 的 数学 问题 里 常常 表 
现 出 不 同 程度 的 难度 。 有 时 其 至 需要 引用 车 干 重要 定理 才能 完成 
这 一 步 。 例 如 ， 在 8 5 〈 例 二 ) 的 分析 中 我 们 就 看 到 这 种 情形 。 

“ 反 演 ”， 就 是 逆 变 换 或 遂 映 射 。 如 果 仅 从 对 应 观点 署 ， 这 
并 不 会 带 来 任何 困难 ， 但 如 果 处 理 的 是 解析 变换 的 逆 变 换 (例如 
拉 氏 变换 的 逆 变 换 等 等 ) ， 则 需 朗 寻找 合适 的 反 演 公 式 等 等 。 这 
些 也 是 数学 领域 里 的 研究 课题 ， 

凡是 利用 可 定 映 映射 9 联系 起 来 的 原 象 关系 结交 $ 与 映 象 关系 
结构 5* 便 称 为 可 定 映 系统 特别， 如果 北 映射 p-! 具 有 某 种 能 行 
性 ， 即 能 将 目标 原 象 的 某 种 所 需要 的 性 状 经 有 限 步 确定 下 来 者 ， 
则 称 该 系 统 为 可 解 结 构 系统 ， 可 简 记 为 (S，S*，gp) 。 

作成 可 解 结构 系统 的 基本 关键 在 于 可 定 映 映射 的 存在 性 。 根 
据 对 前 面 讲 过 的 一 系列 例子 的 分 析 和 概括 ， 还 可 对 可 定 喘 这 一 概 
念 作 更 为 确切 的 说 明 。 为 此 ， 先 解释 下 述 名 词 ， 

数学 手续 一 凡是 由 数值 计算 、 代 数 计算 、 解 术 计 算 (包括 
极限 手续 等 ) 、 逐 辑 演算 以 及 数学 论证 等 步骤 作成 的 形式 过 程 都 “， 
称 之 为 数学 手续 。 

， 于 是 ， 对 于 给 定 的 一 个 具有 目标 原 象 < 的 关系 结构 Ss， 如 果 有 
这 样 的 一 个 可 逆 映 射 p， 它 将 5 映 成 映 象 关系 结构 8+， 在 8* 中 通过 
某 种 形式 的 有 限 多 步 数学 手续 ， 能 把 日 标 映 和 象 z* = p(x) 的 某 种 所 
需要 的 性 状 确定 下 来 的 话 ， 那 么 就 称 g 为 可 定 映 映 射 。 特 别 ， 如 
果 9%- 还 具有 能 行 性 ， 则 获得 一 个 可 解 结构 系统 (8S，Sry 9) 。 
最 后 ， 我 们 可 将 RMI 原 则 重新 类 述 如 下 ， 对 于 含有 某 种 目标 
世 象 的 原 象 关系 结构 3S， 先 设法 寻找 一 个 可 定 映 映 射 p， 岂 时 考虑 
到 9 的 逆 映 射 8”' 具 有 合乎 问题 需要 的 能 行 性 。 于 是 通过 “关系 ~- 
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映射 一 定 映 一 反 演 ?” 诸 步 昭 便 可 把 所 要 求 的 目标 原 象 确定 下 来 。 
这 个 一 般 性 方法 原则 就 称 为 数学 上 的 RMI 原 则 。 

数学 上 的 RMI 原 由 对 数学 工作 者 很 是 有 用 。 小 而 言 之 ， 可 利 
用 该 原 则 解决 个 别 的 数学 问题 ， 大 而 言 之 ， 其 至 可 以 利用 该 方法 
原则 作出 数学 上 的 重要 贡献 。 一 般 说 来 ， 如 果 谁 能 对 一 些 十 分 重 
要 的 关系 结构 8, 巧妙 地 引进 非常 有 用 且 具 有 能 行 性 反 演 J ' 的 可 
定 映 观 射 p， 就 能 作出 较 重 要 的 贡献 。 数 学 史上 的 纳 皮 尔 (Napi- 
er ， 拉 普 这 斯 (Laplace) ， 莫 雷 德 者 好 (Fredholm) 等 就 是 - 
一 些 突出 的 例子 。 
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第 4 讲 ” 咯 论 数 学 公理 化 方法 
8 1 公理 化 方法 的 意义 和 作用 


公理 化 方法 在 近代 数学 的 发 展 中 起 过 巨大 的 作用 ， 可 以 说 ， 
它 对 各 门 现代 数学 都 太极 其 深刻 的 影响 。 即 使 在 数学 教学 中 ， 公 
理化 方法 也 是 一 个 十 分 重要 的 方法 。 . 

所 谓 公 理化 方法 (或 公理 方法 ) ， 就 是 从 尽 可 能 少 的 无 定义 
的 原始 概念 〈 基 本 概念 ) 和 一 组 不 证 自明 的 命题 《基本 公理 ) 出 
发 ， 利 用 纯 运 辑 推理 法 则 ， 把 一 门 数学 建立 成 为 演绎 系统 的 一 种 
方法 。 所谓 基本 概念 和 公理 ， 当 然 必须 反映 数学 实体 对 象 的 最 单 
纯 的 本 质 和 客观 关系 ， 商 并 非 人 们 自由 意志 的 随意 创造 。 

如 所 共 知 ， 和 荐 尔 伯 特 1899 年 出 版 的 《几何 学 基础 》 一 书 是 近 
代数 学 公理 化 的 典范 著作 ， 该 书 问世 后 的 二 、 三 十 年 间 曾 引起 西 ， 
方 数学 界 的 一 阵 公 理 热 ， 足 见 其 影响 之 大。 希 尔 伯 特 的 几何 公理 
系统 实际 是 在 前 入 的 一 系列 十 作成 果 基 础 上 总 结 出 来 的 ， 书 中 的 
公理 条 上 也 曾 屡 经 修改 。 直 凶 1930 年 出 第 七 版 时 ， 还 作 了 最 后 修 
改 。 这 说 明 一 门 学 科 的 公理 化 未 必 是 一 次 完成 的 ， 公 理化 过 程 可 
以 是 包含 着 一 些 发 展 阶段 的 。 

谈 到 数学 公理 化 的 作用 ， 至 少 可 以 举 出 如 下 三 点 ， 《1 这 种 
方 潜 具有 分 析 、 总 结 数 学 知识 的 作用 ， 凡 取 每 了 公理 化 结 移 形式 
的 数学 ， 由 于 定理 与 命题 均 已 按照 逻辑 演绎 关系 串联 起 来 ， 故 使 
:用 起 来 也 较 方 便 。 (2》 公理 化 方法 把 一 亲 数学 的 基础 分 析 得 清 
清楚 楚 ， 这 就 有 利于 比较 各 门 数学 的 实质 竹 拭 园 ， 并 能 促使 和 推 
动 新 理论 的 创立 。 (3》 数 学 公理 化 方法 在 科学 方法 论 上 有 示范 
作用 。 这 种 方法 对 现代 理论 力学 及 各 门 自然 科学 理论 的 表述 方法 
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都 起 到 了 积极 的 异 鉴 作用 。 例 如 ， 本 世纪 四 十 年 代 波 兰 的 巴 章 赫 
(Banach》 曾 完成 了 理论 力学 的 公理 化 ， 物 理学 家 还 把 相对 论 
表述 为 公理 化 形式 ， 等 等 


$2 ”公理 化 方法 发 展 简 史 


分 析 公 理 方 法 的 历史 发 展 ， 大 致 可 分 成 三 个 阶段 ， 

一 是 公理 方法 的 产生 阶段 ”大 约 在 公元 前 三 世纪 ， 和 希腊 的 哲 
学 家 和 逻辑 学 家 亚 里 斯 多 德 《Aristotle》 总 结 了 古 代 积 累 起 来 
的 逻辑 知识 ， 以 演绎 证 明 的 科学 【主要 是 数学 ) 为 实例 ， 把 完全 
三 段 论 作 为 公理 ， 由 此 推导 出 别 的 所 有 三 段 论 法 《 共 分 了 十 九 个 
格式 》。 因 此 可 以 认为 ， 亚 里 斯 多 德 在 历史 上 提 井 了 第 一 个 成 交 
的 公理 系统 

亚 里 斯 多 德 的 思想 方法 深 深 地 影响 了 公元 前 三 世纪 的 希腊 数 
学 家 欧 几 里 得 ， 后 者 把 形式 逐 握 的 公理 演绎 方法 应 用 于 几何 学 ， 
从 而 完成 了 数学 史上 的 重要 著作 《几何 原本 》 。 欧 几 里 得 从 古代 
的 量 地 术 和 关于 几何 形体 的 原始 直观 中 ， 用 抽象 分 析 方 法 提炼 出 
Pee en 他 总 结 概括 出 14 个 基本 命题 ,其 中 有 5 

个 公设 和 9 条 公理 。 册 此 出 发 ， 他 运用 演绎 方法 将 当时 所 知 的 几 
何 学 知识 全 部 推导 出 来 。 这 保 是 圳 代数 学 公理 化 方法 的 一 个 炮 介 
成 就 。 


《几何 原本 》 的 问世 标志 了 数学 领域 中 公理 方法 的 诞生 。 它 
的 贡献 不 在 于 发 现 了 几 条 新 定型 ， 而 主要 在 于 它 把 几何 学 知识 按 
公理 系统 的 方式 轩 切 安排 ， 使 得 反映 各 项 几何 事实 的 公 到 和 定理 
都 能 用 论证 串联 起 来 ， 组 成 了 一 个 井井有条 的 有 机 整体 ， 

二 是 公理 方法 的 完整 阶段 ”如 所 知 ， 欧 氏 几 何 的 公理 系统 是 
不 够 完善 的 。 其 主要 的 不 足 之 处 可 以 概括 为 ， (1》 有 些 定义 是 
不 自足 的 ， 亦 即 往往 使 用 一 些 坟 加 定义 的 概念 去 对 别 的 概念 下 定 
义 。 (2) 有 些 定义 是 多 余 的 ， 略 去 它 之 不 影响 往 后 的 演绎 和 展 
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开 .《〈3》 有 些 定理 的 证 明 过 程 往 往 依 贺 于 图 形 的 直观 。 

事实 上 ;几何 原本 的 不 足 之 处 早已 为 古代 学 者 所 觉察 ,例如 ， 
各 rchimedes 为 严格 表述 有 关 长 度 . 面 积 和 体积 的 测量 理论 ， 就 曾 
对 欧 氏 几何 公理 系统 作 过 必要 的 扩充 ， 人 所 共 知 的 Archimedes 
公理 〈 任 给 非 负 数量 z 和 b，e<bp， 存 在 #* 使 得 ae > 分 便 是 其 中 
一 例 ， 可 以 说 ， 自 从 Archimedes 以 后 ， 人 们 一 直 在 努力 完善 天 
何 原本 的 陈述 。 

另 一 方面 ， 由 于 第 五 公设 《 即 平行 线 公 理 ) 在 陈述 与 内 容 上 
的 复杂 和 丑 村 ， 古 代 学 者 们 早 就 坏 疑 地 指出 ， 第 五 公设 是 不 是 多 
余 的 ， 它 能 否 从 其 他 公设 、 公 理 中 你 辑 地 推导 出 来 ? 而 且 进 一 步 
认为 ， 欧 几 里 得 之 所 以 把 它 当 作 公 设 ， 只 是 因为 他 未 能 给 出 这 一 
命题 的 证 明 。 因 商 ， 学 者 们 纷纷 致力 于 证 明 第 五 公设 。 悍 是 所 有 
试 证 第 五 公设 的 努力 均 归 于 失败 ， 在 这 些 失 败 之 中 唯一 引出 的 正 
面 绪 果 便 是 一 串 与 第 五 公设 相等 价 的 命题 被 发 现 。 

据说 在 欧 儿 里 得 以 技 的 两 千 多 年 时 间 里 ， 凡 乎 难以 发 现 一 
个 没有 试 证 过 第 五 公设 的 天 数学 家 ， 其 中 特别 著名 的 可 以 提 到 
Legendre、Saccheri 和 Lambert。 不 妨 把 他 们 处 理 第 五 公设 问题 
的 思想 方法 作 一 简略 的 介绍 ， 


如 及 

如 图 4- 1 所 示 ，Lambert 从 讨论 四 角 

形 48CD 出 发 ， 在 这 个 四 角形 中 ， 有 三 个 
内 角 被 假定 为 直 角 d， 我 们 把 余下 的 那个 & | 


没有 假定 为 直角 的 内 角 叫 做 Lambert 角 并 
记 为 15， 图 4-1 

如 图 4- 2 所 示 ，Saceheri 从 讨论 四 角形 44 BB 出 发 ， 在 
这 四 角形 中 ， 假 定 44' = B88 ， 而 类 着 4B 边 的 两 个 内 角 都 是 直角 
#， 由 图 形 的 对 称 性 易 知 该 四 角形 的 另外 两 个 内 角 是 相等 的 ， 人 
们 称 之 为 Saccheri 角 并 记 为 S5。 

Legendre 则 从 讨论 三 角形 内 角 和 ZE(A) 和 六 手 ， 对 于 2CA) 
向 言 , 显然 有 且 仅 有 ZA)>2d, 2(A)=2d 和 5(A)<24d 
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三 种 可 能 。 同 样 对 于 S55 来 说 , 也 有 和 且 仅 大 Sf<d4、SF =d 和 Sf>d 
三 种 可 能 ， 而 对 于 上 7 也 是 一 样 ， 或 者 5 之 d、 或 者 L5 =d、 或 者 
Ls>d。 他 们 分 别 证 得 了 当 设 ZC 入 )>>20、5S7>d 和 LE>d 时 必然 
导致 子 盾 ,又 分 别 证 得 了 ZK(A) = 24、S: = d 和 LE = d 均 与 第 五 公 
设 等 价 ,于 是 , 一 旦 能 不 以 第 五 公设 为 基础 而 否定 2(A) <24 、85 
<d、L35<d 之 一 为 喜 ， 第 五 公设 重 获 证 。 他 们 都 极 用 反 证 法 来 
实现 这 一 目的 , 亦 即 各 想 在 FA) <2d、S5<d 址 553<d 的 假定 下 
导致 矛 前 ， 但 是 ， 他 们 除了 成 批 地 获得 那些 不 合 常情 的 定理 〈 实 
质 上 就 是 富 于 非 欧 几何 的 定理 ) 外， 始终 未 能 引出 矛盾 来 。 
基于 两 千 多 年 来 在 证 明 第 五 公设 的 征途 上 屡 遭 失败 的 教训 。 
十 妨 世 纪 俄 国 年 轻 数 学 家 刀 o6awepcgat 产 生 了 与 前 人 完全 不 同 
的 信念 首先 ， 认 为 第 五 公设 不 能 以 其 余 的 几何 公理 作为 定理 来 
证 朋 ; 其 次 ， 除 掉 第 五 公设 成 立 的 欧 几 里 得 几何 之 外 ， 还 可 以 有 
第 五 公设 不 成 立 的 新 几何 系统 存在 。 王 是 ， 他 在 剔除 第 五 公设 而 
保留 欧 氏 几何 其 余 公 理 的 前 提 下 引进 了 一 个 相反 于 第 五 公设 的 公 
理 ，“ 过 平面 上 一 已 知 直 线 外 的 一 点 至 少 可 以 引 两 条 直线 与 该 已 
知 直 线 平行 ” 。 这 样 ， 了 Je6ascgckaE 在 与 前 人 完全 不 同 的 册 想 
方法 基础 上 构造 了 一 个 新 的 几何 系统 ， 它 与 殉 几 里 得 几何 系统 相 
并 列 。 后 来 ， 人 们 又 证 明了 这 两 个 部 分 地 互相 矛 屠 的 几何 系统 竟 
是 相对 相 容 的 《参阅 本 讲 $5) ， 亦 即 假定 其 中 之 一 无 了 矛盾， 则 
男 一 个 必定 无 子 盾 。 如 冰 ， 只 要 这 两 个 系统 是 无 矛盾 的 ， 第 五 公 


S14 


设 与 欧 氏 系统 的 其 余 公理 就 必定 独立 无 关 , 现在 人 们 就 用 JIo6a- 
qeBcku 贡 的 名 字 对 这 一 新 几何 命名 ， 并 把 一 著 不 同 于 欧 氏 几何 公 
理 系 统 的 儿 何 系统 统称 为 非 哆 几何 .应当 指出 ,独立 地 发 现 这 个 新 
几何 的 还 有 大 数学 家 高 斯 和 匈牙利 青年 大 学 生 Bolyai。 但 是 高 斯 
由 于 害怕 学 术 界 芽 夯 守旧 势力 的 攻击 而 始终 不 政 公 开发 表 他 的 结 
果 ， 

非 欧 几何 学 中 的 一 系列 命题 都 和 人 们 的 朴素 直观 不 相符 合 . 
.这 是 它 在 开创 阶段 之 所 以 道 受 入 们 冷嘲热讽 的 重要 原因 但 是 ， 
这 种 背离 直观 的 几何 学 在 当 辑 系统 内 没有 泌 盾 ， 演 绎 论证 的 严格 
人 性 也 是 无 辍 可 击 的。 事实 下 ， 非 欧 几 何 给 入 们 开拓 了 “空间 ”的 
概念 (如 所 知 ， 非 区 几何 的 重要 分 支 “ 黎 曼 几 何 ” 和 在 爱 因 斯 翰 
1915 年 创立 “广义 相对 论 ” 后 ， 已 得 到 了 证 实 和 应 用 ) 。 非 欧 岂 
何 的 产生 ， 不 仅 为 公理 化 方法 进一步 商定 了 基础 ， 而 县 为 公理 方 
法 可 以 推广 和 建立 新 的 数学 理论 提供 了 依据 ， 

非 欧 几何 的 创 祥 大 大 地 提高 了 公理 方法 的 信誉 。 接 着 便 有 许 
多 数学 家 致力 于 公理 方法 的 研究 .例如 ,1871 一 1872 和 华 问 德国 数学 
家 康 托 (Cantor) 与 戴 德 金 (Dedekind) 不 约 而 同 地 拟 成 了 连续 
性 公理 ,德国 数学 家 巴 许 (Pasch》 在 1882 年 拟 成 了 闫 序 公 理 。 正 
是 在 这 样 的 基础 上 ， 希 尔 伯 特 于 1899 年 发 表 了 《几何 学 基础 》 一 
书 ， 终 于 解决 了 欧 氏 几何 的 多 缺 问题 ， 完 善 了 几何 学 的 公理 化 方 
法 。 此 书 也 就 成 为 近代 公理 化 思想 的 代表 作 ， 

三 是 公理 方法 的 形式 化 阶段 ” 欧 氏 《几何 原本 》 玫 现 的 公理 
化 可 称 之 为 “实体 公理 化 ”， 因 为 在 这 样 的 公理 系统 中 ， 概 念 直 
接 反 映 着 数学 实体 的 性 质 ， 而 卫 那 些 概 念 、 定 义 、 公 理 和 论证 的 
表述 往往 束缚 于 直觉 观念 的 指导 ,但 在 希 尔 伯 特 于 其 《几何 学 基 
础 》 一 书 中 对 丈 氏 系统 加 以 完善 化 以 后 ， 不 仅 在 公理 的 表述 或 定 
理 的 论证 中 摆脱 了 空间 观念 的 直 沉 成份， 而 且 给 出 和 商定 了 对 一 
系列 风 何 对 象 及 其 关系 进行 更 高 一 级 抽象 的 可 能 性 和 基础 。 就 是 
说 ， 人 们 可 以 在 高 度 抽 象 的 意义 下 给 出 公 到 系统 ， 只 要 能 襟 是 系 
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统 巾 请 公理 的 要 求 ， 就 可 以 使 得 该 公理 系统 所 设计 的 对 象 是 任何 
什么 事物 ， 并 且 在 公理 中 表述 事物 或 对 象 之 则 的 关系 时 ， 也 可 以 
具有 其 具体 意义 的 任意 性 。 这 样 ， 直 从 《及 何 学 基础 》 问 世 之 
后 ， 不 仅 公 理化 方法 进入 数学 的 其 它 各 个 分 支 ， 而 且 把 公理 化 方 
法 本 身 蕉 向 了 形式 化 的 阶段 . 

后 来 ， 公 理化 方法 形式 化 之 所 以 能 取得 成 功 ， 在 很 大 程度 上 
得 力 于 康 托 创始 的 抽象 集合 论 。 如果 没有 集合 论 电 朴 方 法 和 数 
理 逻 加 学 的 近代 发 展 ， 形 式 公理 化 方法 也 不 可 能 获得 新 的 进展 ， 
如 所 知 ， 希 尔 伯 特 后 炉 从 事 “ 元 数学 ” 即 “ 证 明 论 ”的 研究 ， 又 
把 公理 方法 推 向 一 个 新 的 阶段 ， 即 纯 形式 化 阶段 《请 参阅 第 10 讲 
有 关内 容 ) 。 其 基本 思想 就 是 采用 符号 语言 把 一 个 数学 理论 的 全 
部 命题 变 成 公式 的 集合 ， 然 后 证 明 这 个 公式 的 集合 是 无 矛盾 的 ， 
详 言 之 ， 在 这 个 集合 中 凡 定义 、 公 理 及 定理 均 写 成 公式 的 形状 ， 
而 定理 的 证 明 步 骤 也 无 非 是 一 串 符号 公式 作成 的 系列 ， 系 列 中 的 
最 后 一 式 即 所 要 证 明 的 结论 。 形 式 化 公理 方法 不 仅 推动 着 数学 基 
础 究 ， 而 且 还 推动 着 现代 算法 论 研究 ， 从 而 为 数学 应 用 于 电子 
计算 机 等 现代 科学 技术 开辟 了 新 的 前 景 。 


$3 ”公理 化 方法 的 基本 内 容 


如 前 所 述 ， 数 学 公理 化 的 目的 就 是 要 把 一 门 数学 表述 为 一 个 
演绎 系统 。 这 个 系统 的 出 发 点 就 是 一 组 基本 概念 和 公理 。 因 此 ， 
如 何 引 进 基 本 概念 和 确立 一 组 公理 便 是 运用 公理 化 方 法 的 关键 ， 
也 即 这 种 方法 的 基本 内 容 。 | 

基本 概念 既是 不 加 定义 的 概念 ， 它 们 就 必须 是 真正 楚 本 的 ， 
而 天 法 用 更 原始 更 简单 的 概念 小 界定 的 概念 ,换言之 ,基本 概念 应 
该 起 最 原始 最 简单 的 思想 规定 ， 它 们 必须 是 对 数学 实体 的 高 度 纯 
化 的 抽象 。 当 共 本 裤 念 确定 以 后 ， 重 要 的 问题 是 如 何 设 置 公理 的 
问题 
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公理 是 对 诸 基本 概念 《例如 基本 元 素 、 基 本 关系 等 概念 》 相 
互 关 系 的 规定 。 这 些 规定 必须 是 必要 的 、 合 理 的 。 详 细 说 来 ， 公 
理 的 选取 和 设置 必须 符合 三 条 要 求 ，-- 是 协调 性 要 求 ， 协 调 人 性 又 
称 无 矛盾 性 或 相 窜 性 。 这 一 要 求 是 指 在 公理 系统 内， 不 允许 同时 
能 证 明 某 一 定理 及 其 否定 理 。 反 之 ， 如 果 能 从 该 公理 系统 导出 命 
题 4 和 否 命 题 “ 非 4 ( 记 作 A4》 ， 则 4 与 一 4 的 并 存 便 称 之 为 
矛盾 ， 因 此， 无 矛盾 性 要 求 是 对 公理 系统 的 一 个 基本 要 求 。 二 是 
独立 性 要 求 。， 这 就 是 要 求 公理 的 数目 威 少 到 最 低 眼 度 ， 不 容许 公 
理 集合 中 出 现 多 余 的 公理 ,因为 多 余 的 公理 总 可 作为 定理 推 证 出 
来 ， 又 何必 再 把 它 列 为 公理 呢 ? 三 是 关于 公理 系统 的 完备 性 要 
求 。 这 就 是 要 确保 从 公理 系统 能 够 导出 所 论 数 学 全 分 支 的 全 部 命 
题 。 因 此 ， 必 要 的 公理 不 能 省 上 轿 ， 否 则 将 得 不 到 由 它 所 能 推 得 的 
结果 。 

一 般 说 来 ， 当 一 个 公理 系统 满足 上 述 三 条 要求 时 ， 即 可 认为 
是 令 入 满意 的 系统 了 。 但 针对 一 个 较 复杂 的 公理 系统 要 逐 ~- 验 证 
三 条 贡 求 ， 却 并 趟 是 轻而易举 的 事 ， 基 至 至 今 不 能 彻底 实现 ，。 例 
如 ， 后 窗 我 们 所 要 讨论 的 几何 学 公理 系统 ， 至 今 还 内 能 在 相对 祖 
容 的 意义 下 来 论证 它 的 无 也 活性 等 等 . 


$4 ”重要 例子 一 -几何 学 公理 化 方法 


前 面 已 经 说 过 ， 人 类 从 事 几 何 学 公理 化 工作 ， 经 历 的 年 代 最 
入 ， 费 去 的 精力 喜多 ， 而 获得 的 成 果 也 最 具有 和 典 狩 性 ， 其 影响 自 
然 也 最 深远 。 因 此 ， 这 里 专门 来 介绍 一 下 几何 学 公理 化 的 主要 内 
容 是 很 有 意义 的 ， 

希 尔 伯 特 在 所 落 《 儿 何 学 基础 》 中 引进 的 基本 概念 包括 基本 
元 素 和 基本 关系 ， 引 进 的 基本 公理 共 分 五 组 二 十 条 ， 即 如 下 表 所 
站 。 
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- 基本 元 素 ( 点 、 直 厂 ， 平 面 ) 


二 
用 结合 关系 
向 shan | ra 
j 合同 关系 
芝 结合 公理 ( 11 一 6) 
交 硕 序 公理 ( 工 1 一 4) 


基本 公理 | 会同 公理 (十 1 一 于 5) 
| 平行 公理 (下) 
连 继 公 理 (Y 1 一 站 2) 


这 里 的 关键 在 十 基本 概念 和 公理 的 选取 。 对 它们 虽然 水 加 定 
义 和 不 加 证 明 ， 但 其 选取 并 不 是 人 为 的 、 任 意 的 ， 因 为 儿 何 学 的 
对 象 实体 毕竟 来 源 于 班 实 世界 ， 所 以 几何 学 的 某 本 概念 和 公理 必 
项 符合 窜 现实 蒜 。 否 则 任 任 主 观 随意 创造 ， 搞 出 来 的 “ 拖 何 ”就 
没有 意义 了 《当然 ， 非 欧 几 何 的 意义 不 同 ， 又 当 别 论 》. 

希 尔 伯 特 《 凡 何 学 基础 》 中 的 五 组 公理 都 是 以 几何 实体 为 背 
景 抽象 概 插 出 来 的 ， 所 以 亚 然 是 符合 客观 实际 的 。 今 将 该 书 的 五 
组 公理 逐一 介绍 如 下 {注意 其 中 点 、 线 、 面 、 角 等 等 都 是 无 定义 
的 抽象 代名词 ) ， 

I 。 上 综合 公理 

I 1 这 4 和 8 两 点 有 一 直线 4， 

J ，; 过 44 和 8B 两 点 至 多 有 -直线 a。 

Tas 直线 上 至 少 有 二 点 。 又 茎 少 有 三 点 不 在 出 -直线 上 上 ， 

1 过 不 在 局 一 直线 上 的 三 点 4，3，C 必 有 一 平面 s，。 在 每 
一 平 短工 主 少 有 三 点。 

I s 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 4，8，C 和 于 多 有 一 个 平面， 

Ls: 如 困 一 直线 的 两 点 在 一 平面 ts 上 ， 则 该 直线 的 每 一 点 者 
在 2 上 。 

Is 如 暴 有 湖 平 男 f， 8 有 一 公共 点 4， 则 它们 至 少 还 有 另 一 
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个 公共 点 83. 

I : 至 少 有 四 点 不 在 同一 平面 上 ， 

HH ， 有 顺序 会 理 

五 1 车 一 点 8 位 于 点 4 与 点 C 之 间 ， 则 4，8B 和 C 为 一 直线 上 
的 三 个 点 ， 且 B 也 位 于 C 与 4 之 间 ， 

Tz 至 少 有 一 点 8 位 于 任 二 点 4 与 C 作 成 的 直线 AC 上, 且 C 
位 于 4，3 之 间 。 

is: 直线 上 的 任意 三 点 中 ， 至 多 有 一 点 位 于 其 它 两 点 之 
间 ， 

“注意 、 公 理工 ;和 工 ; 隐 售 了 直线 的 无 限 性 。》 

I，(Pasch 公 理 ) + 令 4，8B 和 C 三 点 不 在 同一 直线 上 ， 允 设 
直线 & 位 于 4，B,， 三 点 的 平面 上 倡 不 通过 4，B 或 C， 如 时 4 穿 过 
4 了 截 段 中 的 一 个 点 ， 则 2 必 穿 过 截 段 4C 或 BC 中 的 一 个 点 。 

《注意 。 这 条 公理 中 用 到 “ 截 段 ”这 一 概念 ， 截 段 的 定义 是 ， 

设 4，8B 为 直线 a 上 的 两 点 , 则 点 惕 48 或 84 就 称 为 截 段 。 所 有 A4， 
昌之 间 的 点 就 称 为 截 段 内 的 点 。4 与 了 叫 作 截 段 的 端点 ， 币 直线 a 
上 所 和 有 其 它 诸 点 称 为 截 段 外 的 点 。) 

亚 。 合 园 公 再 

Hi1: 如 果 A， 8B 六 一 直线 4 于 的 两 个 点 ， 为 直线 4 上 或 男 一 
直线 e@' 上 的 一 个 点 ， 则 在 4 的 给 定 一 侧 必 可 在 a 或 a 上 找到 一 点 
B' 使 得 截 段 4 8 合同 于 48。 可 用 符号 记 为 4B 二 4 B’. 

了 严 ;: 若 小 B 和 A*#B* 都 与 48 合 同 ， 则 A’ 3B’ 三 4”B*， 

五: 令 4B 与 BC 为 直线 a 上 无 公共 内 点 的 两 个 截 段 又 令 
4 B' 与 B'C' 为 直线 qi 上 无 公共 内 点 的 截 段 。 如 果 A4B=A'B"， 
且 BC=BiC+， 则 必 有 AC=A'C7， 


《注意 。 下 :与 五 3 把 欧 氏 几何 中 原来 沁 指 的 等 量 公理 进一步 精 


箭 化 了 。》 
亚 ,: 令 实 人 ， 旭 为 平面 上 二 直线 《射线 ) 构成 一 个 角 。 
又 令 双 是 位 手 平面 w 上 的 一 直线 且 给 定 a' 在 ew” 上 的 一 市 ， 设 为 
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a 的 由 点 如 出 发 的 一 射线 ， 出 在 we” 上 恰 有 一 射线 六 使 得 详 (5y 各 
合同 于 交 GC， 可》 且 角 说，) 的 及 亨 内 点 询 世 于 人 的 给 
定 一 侧 。 各 个 角 均 与 其 自己 合 辣 ， 
了 下 s5; 关于 两 个 三 角形 4BC 和 A* B'C'， 如 困 有 AB=A' B'， 
AC 二 A'C!' 有 H 立 BAC= 立 BA'C!， 则 必 有 交 A4BC= 守 A BC 
注意， 本 ;可 用 以 扒 证 灾 4CB 三 谤 4C’B，) 
8 。 平 行 公 理 
令 4 为 一 直线 而 点 4 不 在 & 上 ， 则 在 与 4 的 平面 上 至 多 有 一 直 
线 通 过 4 而 与 a 不 相交 ， | - 
《注意 。 平 面 上 素 少 有 一 直线 过 4 而 与 4 不 相交 的 结论 可 利用 其 
他 公理 推 证 出 来 ， 收 不 必 列 为 公理 。 } 
V。 连 续 公理 
VY， CArchimedes 公 理 》， 着 4B 与 CD 为 任意 二 截 自 ， 则 在 
4 直线 上 存在 一 组 点 4 ，4，…， 由 ,使 得 44，44，… 
4-id 都 合同 于 CD 而 使 8 位 于 4 和 4 之 癌 。 
注意 。 实 际 林 使 3 位 于 4 和 4 之 间 。 又 因 CDD 是 任意 的 ， 
且 4 -4 一 CPP， 收 即 表明 4 与 4 可 与 召 任意 竺 近 ， 由 此 推 
论 ， 窑 在 点 列 {4 .1 使 得 4 ->B。) 
Vs 《线性 完备 福 公 理 ) ， 凡 满 足 公理 I，， 工 :， 开 ， 正 和 
Vi 的 直线 上 的 一 切 点 构成 的 点 集 不 可 能 再 扩大 。 
(注意 。 这 条 公理 保证 了 人 可 以 和 实数 一 一 对 应 
起 来 ， 有 时 称 此 为 康 托 公理 。 
第 从 信 符 生根 据 上 全 天 浊 公 理 奈 绰 了 耻 民 儿 何 的 若干 攻 本 定 
理 。 后 来 人 们 继续 演绎 推导 ， 首 军 证 得 欧 氏 《几何 原本 》 的 所 有 
定理 ， 并 且 充 分 显示 出 希 尔 信 特 关于 欧 几 里 得 几何 公理 系统 的 陈 
述 已 经 免除 了 《 儿 何 原本 》 的 不 足 之 处 。 
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$5 ”关于 公理 系统 的 相 容 性 问题 


遂 常 把 由 -~ 组 原始 概念 和 公理 刻 划 的 数学 理论 称 为 一 个 数学 
系统 。 而 一 个 数学 系统 的 相 容 性 问题 就 是 指 刻 划 它 的 那个 公理 系 
统 的 相 容 性 问题 . 

关于 相 容 性 证 明 这 一 概念 的 产生 和 历史 发 展 的 背景 是 这 样 
的 ， 自 从 罗马 切 夫 斯 基 几 何 误 生 后 ， 由 于 罗氏 平行 公理 是 如 此 地 
为 常识 所 不 容 ， 这 才 激 起 了 人 们 对 于 数学 系统 的 无 矛盾 性 证 明 的 
兴趣 和 重视 。 虽 然 在 罗氏 公理 系统 的 肤 开 中 一 直 没 有 出 现 矛 盾 ， 
却 不 能 保证 它 在 今后 的 展开 中 一 定 不 出 耶 盾 。 上 后 来 ， 庇 卡 莱 在 欧 
氏 系 统 中 构造 了 一 个 罗氏 几何 的 模 届 ， 亦 即 在 欧 氏 平面 上 划一 条 
直线 4 而 使 之 分 为 上 、 让 两 个 半 平 面 ， 把 不 包括 这 条 直线 在 内 的 
上 半 平 画作 为 罗氏 平面 ， 其 上 的 欧 氏 点 当 作 罗氏 几何 的 点 ， 把 以 
该 直线 上 任 一 点 为 中 心 ， 任 意 长 为 半径 所 作出 之 半圆 周 算 作 是 罗 
氏 几 何 的 直线 ， 然 后 对 如 此 规定 了 的 曼 氏 几何 元 素 一 一 验证 罗氏 
几何 诸 公 理 全 部 成 立 。 在 这 里 ， 我 们 朴素 地 来 说 一 说 罗氏 平行 公 
理 是 成 立 的 。 如 下 图 所 示 ， 过 罗 磺 平面 上 任 一 罗 民 直线 ! 外 的 一 


可 


图 4~3 
点 P， 确 实 可 以 作出 两 条 罗氏 直线 与 平行 ,这 里 要 注意 的 一 点 是 
欧 氏 直线 < 上 的 点 不 是 罗氏 系统 的 几何 元 素 ， 故 两 个 半圆 相 交 于 
直线 a 上 某 一 点 则 视 为 相交 于 无 穷 远 点 ， 从 而 在 有 穷 范 围 内 永 不 
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相交 。 这样 一 来 ， 如 果 罗 氏 系 统 在 今后 的 展开 中 出 更 了 正 、 反 两 
个 豆 相 矛盾 的 命题 的 话 ， 则 只 要 按 如 上 规定 之 几何 元 素 问 的 对 应 
名 称 进 行 翻 详 ， 立 即 成 为 互相 矛盾 的 两 个 欧 氏 儿 何 定 吾 。 从 而 欧 
氏 系 统 就 记 扶 了 。 因 此 ， 只 要 承认 欧 氏 系统 是 无 矛 屠 的 ， 那 么 罗 
氏 系 统一 定 也 是 相 客 的 。 这 就 把 轴 氏 系统 的 相 容 性 证 明 通过 上 述 
庞 卡 荣 蓝 型 化 归 为 欧 氏 系统 的 相 容 性 证 明 。 这 种 把 一 个 公理 系统 
的 相 穿 性 证 明 化 归 为 另 一 个 看 上 去 比较 可 靠 的 公理 系统 的 相 容 性 
证 明 ， 或 省 说 依靠 某 一 个 数学 系统 的 无 矛盾 性 来 保证 另 一 个 数学 
系统 的 协调 性 叫做 数学 系统 的 相对 相 容 性 证 明 。 但 是 ， 人 人 们 本 来 
对 于 欧 氏 系统 的 相 容 性 没有 怀 峰 过 , . 却 因 罗 氏 系 统 的 胡 容 性 沉 有 
欧 氏 系统 的 相 容 性 来 保证 ， 从 而 导致 对 欧 氏 系统 相 容 性 的 重重 疑 
虑 ， 人 们 还 在 罗氏 系统 的 展开 中 发 现 ， 罗 氏 几 何 空间 中 的 极限 球 
面 上 也 可 构造 欢 氏 模 型 ， 亦 即 欧 氏 几何 的 全 部 公理 能 在 罗氏 的 概 
限 妹 上 实现 ， 这 祥 欧 氏 几 何 的 相 容 竹 又 可 由 罗氏 几何 的 相 容 性 来 
保证 ， 这 说 明 欧 氏 与 罗氏 的 公理 系统 虽然 不 同 ， 但 却 是 相对 相符 
或 互 为 相 容 的 ， 人 们 当然 不 满足 于 两 者 互相 之 间 的 相对 相 容 性 证 
时， 两 为 看 上 去 较为 台 理 的 网 氏 系 统 的 无 池 盾 性 竞 要 由 看 上 去 很 
合理 的 罗 兵 系统 来 保证 ， 这 是 难以 令 人 满意 的 。 因 此 ， 必 须 重 
新 寻求 欧 氏 系统 的 相 容 性 证 明 。 由 于 那 时 已 经 有 了 解析 几何 ， 等 
于 在 实数 系统 中 构造 了 一 个 欧 氏 用 何 的 模型 。 这 就 把 罗氏 系统 的 
相 容 性 进一步 归结 到 了 实数 论 前 相 容 性 。 但 实数 论 的 福 窜 性 如 
何 ? 这 样 的 归结 寺 科 1 提问 永远 水 全 完结， Dedekind 把 实数 论 的 无 子 
盾 竹 归结 到 了 上 自然数 系 统 的 无 矛盾 性 ， 而 Frege 又 把 自然 数 系 统 
的 桐 寄 性 归结 为 集合 论 的 无 子午 性 。 然 和 而， 集合 论 的 无 矛盾 性 又 
如 何 ? 至 今 还 是 个 亦 ， 以 致 公理 系统 的 这 种 相对 相 容 性 证 明 至 仿 
还 是 一 场 空 。 银 尔 伯 特 时 就 提出 ， 不 能 依靠 相对 相 容 性 证 明 来 解 
决 癌 题 ， 而 应 该 搞 直 接 的 相 容 性 证 明 ， 这 将 在 第 9 讲 中 作 进 一 步 
讨论 ， | 
团 然 希 尔 伯 特 的 几何 公理 系统 从 纯 迎 辑 观 点 看 尚未 彻底 解决 
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协调 性 问题 ， 但 只 要 明确 引入 自然 数 无 矛盾 的 基本 假设 作为 公设 
之 后 ， 该 公理 系统 在 相对 意义 下 的 光 了 矛盾 性 就 获得 保证 了 ， 

人 们 在 理性 思维 上 总 是 习 刁 于 希望 通过 有 逻辑 推 球 证 明 一 切 。 
当知 某 些 具有 “无 限 性 ”飞跃 结构 的 概念 系统 往往 越 出 有 限 步 逻辑 - 
推理 判断 的 范围 之 外 。 因 此 ， 如 果 懂 得 点 概念 起 维 的 辩证 法 ， 也 
就 能 够 较 自 党 地 去 识别 并 她 和 免 徒劳 无 切 的 尝试 了 。 

最 后 ， 值 得 说 明 一 下 ， 正 因为 希 尔 伯 特 几何 公理 系统 中 的 
点 , 线 , 面 、 位 于 ,通过 等 名 词 都 无 非 是 一 批 抽 象 元 素 及 其 关系 
的 代名词 ， 因 此 对 它们 可 以 赋 于 各 种 各 桩 的 县 体 解 释 。 如 果 把 它 
们 解释 作 古 典 欧 氏 几何 《平面 几何 与 立体 几何》 中 的 对 象 ， 则 得 
到 二 维 及 三 维 欧 民 几 何 ， 特别， 如 果 我 们 把 公理 中 的 点 与 直线 分 
别 反 过 来 解释 成 普通 欧 鲸 几何 中 的 直线 与 点 ， 便 疝 得 出 原 定理 的 
对 偶 定 理 。 正 因为 公理 中 的 点 与 线 涡 为 抽象 元 素 ， 故 在 名 词 上 互 
易 其 位 也 无 不 可 。 所 以 ， 就 有 一 般 形式 的 对 倡 原理， 在 任何 一 条 
尘 及 点 。 线 关系 的 平面 几何 定理 里 ， 如 将 点 、 线 位 置 豆 换 ， 则 所 
.得 命题 仍 成 立 〈 后 一 命题 即 称 为 前 一 定理 的 对 偶 命 题 ) 。 

主 述 对 偶 原理 很 有 用 ， 它 可 以 帮助 我 们 在 几何 证 题 上 一 举 丙 
得 。 例 如 ， 当 我 们 证 明了 著名 的 巴 斯 卡 《Paseal)y 圆 内 接 六 边 形 
定理 后 ， 也 就 立即 可 得 布 列 安 训 〈Brianchon) 的 圆 外 切 六 边 形 
定理 。 . 

从 对 侦 顺 理 的 导出 ， 已 使 我 们 看 出 拙 象 化 的 公理 系统 确实 概 
括 了 较 丰 富 的 内 容 ， - 。 

美 于 公理 系统 的 独立 性 要 求 ， 我 们 仍 以 欧 氏 与 轴 民 两 个 几何 
公理 系统 为 例 ， 在 相对 相 容 意义 下 略 加 讨论 。 如 前 所 述 ， 在 欧 氏 
与 罗氏 两 个 几何 公理 系统 中 除了 欧 氏 平行 公设 与 罗 民 平行 公理 互 
为 相反 之 外 ， 其 余 的 公设 、 公 理 和 原始 概念 均 相 同 。 通 常人 们 把 
两 个 公理 系统 的 公共 部 分 称 为 绝对 几何 公理 系统 。 因 之 ， 欧 氏 平 
行 公设 在 欧 氏 几何 公理 系统 中 是 否 独立 于 其 他 公理 一 事 ， 无 非 就 
是 欧 民 平行 公设 能 否 在 绝对 几何 公理 系统 中 作为 定理 而 证 明之 。 
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而 只 要 罗氏 几何 公理 系统 是 无 祁 盾 的 ， 就 确保 了 网 氏 平 行 公设 对 
于 绝对 几 合 公 理 系 统 的 独立 性 ， 否则， 若 能 在 绝对 几何 公理 系统 
中 把 欧 氏 平行 公设 作为 定理 来 证 明 的 话 ， 则 罗氏 几何 公理 系统 便 
是 水 盾 系 统 了 ， 因 为 此 时 欧 氏 平行 公设 和 它 的 否 命题 (罗氏 平行 
公理 ) 在 系统 中 同时 成 立 。 完 全 类 似 地 ， 由 欧 氏 几何 公理 系统 的 
无 矛盾 性 也 能 确保 罗氏 平行 公理 对 于 系统 中 其 他 公理 在 惕 辑 圭 的 
独立 无 关 性 。 因 此 ， 一 般 地 说 来 ， 要 证 明 某 一 公理 系统 2 中 某 一 
公理 对 系统 中 其 它 公 理 在 责 糙 上 的 独立 性 ， 只 要 构造 并 证 明 公 理 
系统 8 = (3- 4) + 一 4 是 无 亲 盾 的 即 可 。 

关于 公理 系统 的 完备 性 权 求 ， 不 妨 参 考 匡 , B, 下 nxoa 著 ， 
讲 光 明 译 ，《 高 等 几何 》 上 册 ，p,223 一 226。 现 将 对 于 区 尔 伯 特 
公理 系统 的 完备 性 的 描述 和 理解 介绍 如 下 。 

先 证 我 们 给 出 关于 同一 个 公理 系统 的 不 同 模型 之 间 的 同 构 概 
念 。 假 设 ? 为 某 一 个 已 知 的 公理 系统 ， 而 5 在 两 个 不 同 的 对 象 集 ， 
合 S 和 8S” 上 分 别 构造 了 两 个 模型 Zs 和 Zs ,如 果 在 这 两 个 模型 的 
对 象 中 间 可 以 建立 这 样 的 一 一 对 应 ， 使 得 对 应 元 素 有 同样 的 相互 
关系 , 则 称 Zs 和 Zs 同 构 。 若 以 几何 模型 作 解 说 时 ,所 谓 有 同样 的 
相互 关系 ,就 是 指 当 了 3s 的 点 4 和 直线 a 对 应 于 了 s' 的 点 44 和 直线 
4: 时 ， 如 在 3s 中 4 洲 在 ec 上 ， 则 在 3s' 中 必 有 出 落 在 w 上 ， 如 此 
等 等 。 

著 把 希 尔 介 特 关于 欧 几 里 得 几何 公理 系统 中 第 一 组 的 前 三 条 
公理 Tiwzy :作为 一 个 独立 的 公理 系统 ; 记 为 本 ,把 某 一 三 角形 的 三 
个 顶点 叫做 点 ， 三 条 边 叫 做 直线 。 这样， 我 们 就 有 了 一 个 共有 六 
个 对 象 作为 元 素 的 集合 c， 这 个 三 角形 正 是 2 在 o 上 的 一 个 模型 ， 
记 为 时 。 为 什么 ? 闵 为 容易 验证 工 , :三 条 公理 的 要 求 在 这 里 得 
到 满足 。 例 如 公理 TI, 要 求 过 任何 两 点 # 和 B 有 一 条 直线 a， 此 处 对 
于 三 角形 的 任何 两 个 项 点 都 有 一 条 边 连 接 它们 ; 其 余 燃 此 验证 。 

我 们 在 2Z 中 加 入 新 的 公理 ， 扩 大 到 工 ,-s， 把 它 作 为 一 个 独立 
的 公理 系统 ， 记 为 互 。 今 把 一 个 四 面体 的 四 个 项 点 叫做 点 ， 六 条 
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楼 叫做 直线 ， 四 个 面 叫做 平面 ， 如 此 得 到 四 个 点 、 六 条 直线 、 四 . 
个 平面 共有 14 个 对 象 作为 元 素 的 集合 o: 。 容易 验证 ， 所 和 四 面体 
这 个 模型 好 ,可 使 公理 I ,_-。 一 一 得 到 满足 。 | 

四 对 加 入 新 的 公理 ， 家 至 扩大 为 欧 氏 几何 全 部 公理 所 构成 


的 系统 了， 我 们 可 以 通过 解析 几何 在 实数 集 0， 上 构造 出 欧 氏 几何 
的 模型 。 


须知 训 ; 和 放 , 也 可 视 为 了 在 o ,和 os 上 的 模型 因为 2 的 几 杂 公 
”理工 1.; 显 然 在 姥 | 和 要 ,上 得 到 满足 至 于 同时 还 有 有 别 的 公理 也 成 
立 这 一 事实 ， 我 们 可 以 不 问 。 于 是 ， 此 处 所 给 出 的 2 的 三 个 模型 
M. M 和 WY1 旺 然 都 是 豆 丰 同 移 的 . 因为 在 这 三 个 模型 之 中 的 任 
何 两 个 ， 连 一 般 的 一 对 应 也 不 存在 ， 更 痰 不 上 在 对 应 的 元 素 间 
展 有 相 忆 的 关 系 了 

从 上 面 的 讨论 中 可 以 大 到 ， 一 个 公理 系统 中 的 公理 愈 少 ， 则 
选取 它 的 模型 的 自由 度 就 意 大 ， 就 是 说 ， 当 我 们 不 断 地 把 一 个 公 
理 系 统 扩 火 〈 当 然 要求 加 入 的 新 公理 对 于 原 有 的 公理 来 说 保有 独 

立 性 和 矛盾 性 的 时 候 ， 则 能 成 为 公理 系统 的 模型 的 种 类 就 越 来 
越 少 。 基 于 这 样 的 讨论 ， 我 们 可 以 把 一 个 公理 系统 的 完备 性 概念 
确切 地 叙述 为 ， 如 果 已 知 的 公理 系统 的 所 有 的 模型 都 是 互相 同 构 
的 ， 则 该 系统 称 为 完备 的 。 

基于 以 上 的 完备 性 概念 的 讨论 ， 可 以 验证 希 尔 伯 特 所 给 出 的 
欧 几 里 得 几何 公理 系统 是 一 个 完 钾 的 公理 系统 ， 因 为 它 的 任何 一 
个 异型 都 与 该 公理 系统 的 笛 卡 尔 模 型 “ 即 通过 解析 几何 在 实数 域 
上 构造 出 来 的 模型 ) 是 同 构 的 ， 因 之 互相 之 间 也 是 同 构 的 。 


$6 。 略 谈 自然 科学 中 的 公理 化 方法 


下 面 摘 引 束 相 碗 同志 一 文 [ 载 《 南 京 大 学 学 报 》《〔〈 自 然 科 学 
版 ) 1980 年 第 二 期 3 中 的 一 段 分 析 以 供 参 考 
在 自然 科学 的 具体 研究 工作 中 ， 公 理 方法 ， 竺 别 是 它 的 多 辑 
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思维 有 着 重要 的 有 影响, 这 可 由 下 图 表示 ， 


自 热 科举 的 哎 


综 合 
(1) } 定 各 (或 馒 设 ) 
京 或 实验 数据 . 


1 和 二 者 和 符合 实 中 


数学 的 资料 和 四 的 人 机 


定律 (或 假设 ) 实时 控 沁 yp 


Ci) . 
1 | 二 者 震 符 合 实 趴 
.公理 温 辑 演 经 定理 

上 述 (I) 是 由 “ 果 ” 到 “ 因 ”。 这 对 自然 科学 是 重要 的 。 
例如 ， 居 文学 家 第 谷 〈Tycho) 勤 于 观察 ， 得 到 了 有 关 五 大 行 
星 运行 的 大 量 数据 ， 但 他 缺乏 公理 推导 的 训练 ， 对 所 得 的 大 量 观 
察 材料 无 法 进行 综合 分 析 。 而 刻 普 勒 Kepler》 运用 数学 的 公理 
推导 的 方法 ， 经 过 精心 计算 ， 归 结 出 著名 的 行星 三 大 运动 定律 ， 
后 来 ,牛顿 更 进一步 运用 公理 推导 的 方法 , 提出 “万 有 引力 沦 ”， 
由 这 个 学 说 多 一 导出 了 刻 普 勒 的 三 大 定律 ， 从 而 使 天 况 学 和 物理 
学 又 前 进 了 一 大 步 。 试想 ， 如 果 没 有 公理 方法 ， 把 杂乱 无 章 的 数 
据 追 湖 到 几 条 简单 的 基本 规律 ， 而 单 浣 肉眼 观察 ， 谁 看 见 过 行星 
的 运行 轨道 ? 谁 看 见 过 行星 运行 过 程 中 所 扫射 的 面积 ? 谁 又 看 更 
过 两 物体 之 间 互相 吸引 的 引力 呢 ? 再 者 ， 如 果 没 有 公理 推导 能 
力 ， 谁 能 断言 第 谷 所 积累 的 观测 数据 恰恰 可 用 肇 普 勒 三 大 定律 来 
说 明 ? 而 三 大 定律 又 恰恰 可 让 牛顿 的 万 有 引力 定律 来 导出 ? 
” (I) 是 由 “《 因 ”到 “ 果 ”。 这 在 自然 科学 的 研究 中 也 是 党 
见 的 。 在 自然 科学 史上 ， 往 往 采 用 公理 方法 ， 从 基本 假说 或 少数 
定律 出 发 ， 进 行 理论 推导 ， 看 看 会 推出 哪些 尚未 观测 到 的 或 尚未 
发 现 过 的 现象 ， 然 后 再 用 实验 去 验证 例如， 人 们 曾 根据 爱 因 斯 
坦 的 广义 相对 论 ， 推 测 有 “ 泄 洞 ”存在 和 引力 该 存在 ， 人 们 在 探 
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索 过 程 中 ， 根 据 这 些 解 释 了 许多 天 文学 上 原先 无 法 解释 的 现象 ， 
可 见 ， 应 用 公理 方法 还 可 做 出 科学 预见 并 澄清 疑难 ,但 是 必 有 贫 强 
调 ， 在 自然 科学 研究 中 应 用 公理 方法 时 必须 和 实验 观察 互相 配 
合 ， 互 相 参 照 ， 相 互 促进 。 否 则 就 很 少 成 效 ， 甚 至 会 导致 荒 雇 。 

最 后 ， 我 们 再 按照 反映 论 的 观点 为 实体 公理 化 的 作用 补充 说 
孔 旬 ,一般 说 来 ， 由 于 形式 公理 化 较 之 实体 公理 化 毕 竞 是 一 种 具 
有 更 高 层次 的 科学 抽象 形式 ， 一 方面 这 种 抽象 形式 能 够 更 深刻 
池 更 突 轴 地 反映 事物 的 某 些 本 质 ， 另 一 方面 这 种 抽象 过 程 又 必然 
扬弃 掉 事 物 容 体 的 种 种 次 要 环节 ， 因 此 最 后 反倒 不 能 较 细致 地 台 
真 地 描绘 出 事物 内 在 本 质 中 相互 联结 在 一 起 的 诸 环 节 就 这 一 点 
来 说 ， 实 体 公理 化 却 比 形式 公理 化 更 加 贴近 实体 对 象 的 本 性 和 体 
貌 。 所 以 在 自然 科学 领域 中 ， 如 果 片 面 地 追求 纯粹 的 形式 公理 化 
而 放弃 实体 公理 化 ， 则 对 表述 和 反映 科学 真理 肉 容 反倒 会 形成 片 
面 性 ， 酒 而 未 必 是 很 明智 的 做 法 。 其 实 ， 即 使 对 于 包含 着 种 种 无 
限 过 程 的 数学 理论 体系 来 说 ， 要 按 希 尔 伯 特 证 明 论 的 方案 来 实现 
彻底 的 形式 公理 化 ， 也 已 包含 着 不 可 克 慑 的 困难 ! 而 改 用 实体 公 
理化 ， 反面 更 有 利于 反映 一 介 分 支 中 的 数学 科学 的 真理 全 貌 ， 总 
之 ， 实 体 公理 化 仍 不 失 为 一 种 有 用 的 科学 分 析 方 法 ， 它 的 功效 
和 作用 是 并 不 能 由 形式 公理 化 方法 所 替代 的 。 
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第 5 讲 关于 数学 的 结构 主义 
$ 1 ”结构 主义 学 派 的 形成 过 程 


结构 主义 学 派 又 称 布 巴 基 学 派 ， 它 是 本 世纪 三 十 年 代 以 后 开 
始 形成 的 -个 数学 学 派 。 布 巴 基 《Bourbaki) 并 无 其 人 ， 只 是 
一 个 假名 实际 上 它 是 这 -~ 派 和 信物 著 书 立 说 时 共同 采用 的 一 个 笔 
名 .这 一 派 的 首要 人 人 物 包括 ].Dicudonne， A Weil, CCheval- 
ley，H,Cartan。 他们 有 许多 追随 着 ,, 在 四 十 至 五 十 年 代 曾 盛 
极 一 时 。 - 

大 约 在 三 十 年 代 左 右 ， 法 国 出 现 了 一 批 年 青 有 为 的 数学 家 ， 
他 们 不 满意 于 老 一 代数 学 家 的 守旧 作风 ， 票 求 卡 出 老 一 套 的 图 
子 ， 希 望 间 出 一 条 新 路 来 ， 使 数学 能 重新 获得 生气 勤 新 的 发 展 ， 
他 们 建立 了 讨论 班 ， 共 局 合作 研究 。 他 们 运用 了 公理 化 方法 ， 试 
图 把 -- 些 数学 分 支 中 进行 论证 的 最 基本 、 最 重要 的 出 发 点 分 离 出 、 
米 ， 并 如 以 比较 。 于 是 便 湛 成 了 结构 的 概念 。 

这 一 学 派 的 主张 所 以 称 为 结构 主义 * 是 因为 他 们 认为 数学 各 
分 支 应 接续 枸 性 质 来 划分 ， 应 用 公理 方法 按 结 构 观 点 来 重新 整理 
各 个 数学 分 支 。 他 们 希望 全 部 数学 或 大 部 分 数学 都 能 纳入 各 种 缚 
构 系 统 中 去 。 他 们 的 礁 心 很 大 ， 计 划 很 宏伟 。 

他 们 分 工 合作 出 版 了 一 大 套 书 籍 ， 名 为 《数学 原本 》 (Elc- 
ments of Mathematics) ， 作 者 署名 Nocolas Bourbaki,1939 
年 出 版 了 第 一 卷 ， 到 1971 年 扩 出 版 三 十 六 卷 ， 仍 未 宣布 写 完 ,在 
《数学 原本 》 内 ;， 大 部 分 数学 分 支 记 仿 都 经 过 仔细 的 结构 分 析 ， 

安放 到 适当 区 位 置 上 ， 

特别 有 趣 的 一 本 书 名 为 《数学 史 原 本 》 ， 于 1969 年 出 了 第 二 
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版 。 书 中 全 按 结 物 观点 叙述 了 数学 发 展 史 ， 


$2 布 巴 林学 派 的 一 般 观点 


仔细 说 米 ， 布 巴 基 学 派 的 基本 观点 是 认为 ， 全 部 数学 或 大 部 
分 数学 都 可 以 依照 结构 的 不 局 而 加 以 分 类 。 用 公理 化 方法 抽象 出 
各 个 学 科 的 各 种 结构 ， 技 出 各 数学 分 支 问 的 结构 差异 ， 这 样 ， 就 
会 获得 各 数学 分 支 的 内 在 联系 的 清晰 图 景 ， 他 们 还 认为 数学 的 发 
展 ， 无 非 是 各 种 结构 的 建成 和 发 展 而 已， . 

在 谈 到 数学 发展 的 过 程 时 ， 他 们 作 了 一 个 通俗 的 比方 ， 他 们 
说 ， “数学 好 比 一 座 大 城市 城市 中 心 有 些 后 大 的 建筑 物 ， 就 好 
比 是 一 个 个 已 经 建成 的 数学 理论 体系 ， 城 市 的 郊区 正在 不 断 地 并 
且 多 少 有 点 杂乱 无 章 地 向 外 伸展 ， 他 们 就 好 和 象 是 一 些 尚 木 发 育成 
型 的 正在 成 长 着 的 数学 新 分 支 。 与 此 同时 ， 市 中 心 叉 在 时 时 重 
建 ， 每 次 都 是 根据 构思 更 加 清晰 的 计划 和 更 加 合理 的 布局 ， 在 拆 
毁 掉 旧 的 迷 宣 似 的 断 街 小 准 的 同时 ， 将 修筑 起 新 的 更 直 、 更 宽 、 
寅 其 方便 的 林 荫 头 道 通 向 四 方 ，……- 2” 

由 上 所 述 ， 可 见 结构 主义 本 质 上 可 以 看 成 是 近代 形式 公理 化 
‘思想 的 一 个 发 展 。 数 学 公理 化 思想 着 重 于 探讨 每 门 数 学 的 公理 化 
方法 ， 而 结构 主义 则 采取 爹 局 现 点， 着 蛋 分 析 各 个 数学 分 支 之 问 
的 结构 差异 和 内 在 联系 。 而且 对 每 门 数学 也 着 重 分 析 其 结 构 特 
征 ， 或 美 于 它 的 菜 些 基本 结构 的 组 成 方式 。 至 于 建成 每 一 数学 分 
支 的 具体 方法 也 还 是 公理 化 方法 。 


33 ”数学 结构 的 分 类 


先 说 一 说 结构 的 概念 。 一 个 抽象 的 集合 不 过 是 一 组 元 过 而 
已 ， 无 所 谓 结构 。 但 引进 了 运算 或 变换 ， 就 形成 了 结构 。 结 移 中 
必须 包含 着 元 素 间 的 关系 ， 这 些 关系 通常 是 由 运算 或 变换 联系 着 
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的 。 
例 一 ”最早 提 出 的 一 种 简单 结构 就 是 群 。 群 是 很 普 访 的 一 类 
代数 结构 。 俩 如 ， 柄 罗 瓦 (Galois》 群 的 概念 已 超出 了 数 的 运算 
范围 。 贰 雷 (Cayley》 继 佑 罗 瓦 之 后 ， 提 出 了 抽 和 象 群 的 概念 ， 其 
内 容 对 每 更 为 丰富。 举例 言 之 : 

正 负 整数 添上 淮 按 加 法 构成 群 一 一 {N; +}. 

正 有 理 数 按 乘 法 构成 群 - 一 {R， x}。 

几何 中 有 种 种 变换 群 ， 如 射影 变换 群 。 
郧 体 分 子 排列 中 有 置 搞 群 ， 

旋转 运动 由 有 转动 群 . 

分 析 数 学 中 的 许多 函数 类 也 构成 群 ， 如 多 项 式 技 如 法 构成 
群 。 

代数 中 的 向 量 拨 加 法 也 构成 群 ， 等 等 。 采 由 结 构 观 点 考察 群 
上 时， 不 是 注意 各 种 其 体 的 数学 集合 ， 而 是 注意 集合 《〈 按 群 的 运 
算 ) 所 表现 的 内 在 关系 结 枸 ， 如 子 群 间 的 关系 结构 等 。 为 此 ， 就 
必须 注意 群 运 算 所 具备 的 基本 性 质 ， 比 如 群 的 公理 。 这 些 便 是 我 
们 所 理 研 究 的 对 象 。 

众所周知 ， 群 结构 观点 已 渗透 到 一 切 数学 部 门 中 。 

例 二 、 几 人 入学 可 以 按照 不 向 的 群 结构 来 分 类 。 这 是 德国 数学 
家 克 业 因 〈Klein) 于 1872 年 在 德国 爱 尔 良 根 讲演 中 首先 提出 的 
思想 方法 。 数 学 史上 称 它 为 爱 尔 朗 根 (Eriangen) 网 领 。 

按 页 药 因 认为 欧 氏 几何 的 对 象 就 是 研究 刚体 变换 群 作用 下 的 
不 变性 质 〈 如 长 度 不 变 ， 角 度 不 变 等 ) 。 射 影 几何 研究 的 是 射影 
蛮 换 下 的 不 变 人 性质。 拓扑 学 研究 的 是 拒 扑 变换 《好 一 对 一 且 上 共有 
双方 连续 的 变换 》 下 的 不 变性 质 《 俗 名 橡皮 体 上 的 几何 学 》 。 划 | 
此 等 等 ， 

布 巴 基 学 派 将 数学 结构 分 为 三 大 类 ， 

(一 ) 代数 结构 ， 由 离散 性 对 象 加 运算 槐 成 的 结构 系统 ， 如 
群 、 环 、 域 、 代 数 系统 、 范 哮 、 线 性 空间 等 ， 
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(二 ) 序 结构 ， 如 六 序 储 、 全 序 集 、 度 亩 集 等 。 

(三 ) 拓扑 结构 。 如 后 扑 完 间 、 紧 数 集 、 列 紧 空间 、 连 通 
集 、 连 续 性 及 完备 性 空间 等 。 
上 还 三 种 结构 叫做 母 结 构 。 由 此 可 导出 各 种 字 结 。 还 可 有 
各 种 交叉 ， 形 成 “分 支 结 构 ”。 举 例如 下 ， 

例 一 扯 提 各 是 让 知 裤 二 轩 汪 六 丘 才 结 吉 构 放 一 门 学 科 ， 

例 二 五 空间 (和希 尔 伯 特 空 间 ) 是 线性 空间 《代数 结 棉 ) 应 
和 1 构 》 所 构成 的 数学 系统 ， 

例 三 ”3 型 空间 ( 巴 拿 赫 空间 》 即 完全 (完备) 、 峰 范 、 线 
性 空间 。 部 也 是 一 种 安 丸 帮 成 的 分 支 结 档 ， 

数学 中 有 些 对 象 《 如 数 直 线 ) 看 来 很 简单 ， 共 实 ， 如 果 进 行 
结构 分 析 ， 邯 可 发 现 其 结构 相当 复杂 。 | 


$4 ” 数 直 线 结构 分 析 


所谓 数 直线 R ， 就 是 由 企 体 实数 构成 的 一 维 欧 氏 空 间 ， 现 在 
我 们 来 解剖 R 的 结构 ， 可 以 发 现 R 是 一 个 完备 的 Archimedes 金 
， 序 瑾 ， 它 力 是 由 代数 结构 《〈 域 )、 序 结构 〈 全 序 )、 拓 扑 结构 《〈 完 
备 性 结 物 》 形成 的 分 支 结 构 ， 

简 记 R = {实数 ，+，Xx， 达 }。 容 甘 验 胃 ， 

《1) R 具有 环 结 构 。 对 +、x 各 个 运算 玫 满 足 交换 律 与 结合 
律 ，0 是 加 法 单位 元 ，1 是 乘法 单位 元 ， 对 + 、x 还 满足 分 配 律 。 
故 对 两 种 运算 耐 言 物 成 一 个 环 ， 而 且 对 先 法 还 有 道 运算 ， 故 RR 实 
际 上 还 构成 一 个 域 。 

(2) R 具有 序 结 构 。 对 序 关系 志 满 足 三 条 基本 性 质 ， 节 传 
递 性 ， 对 称 性 与 可 比 性 。 故 R 是 一 个 全 序 结构 。 此 外 ， 对 辑 、 乘 
《+，X》 而 言 还 满足 保 序 法。 这 种 保 序 性 使 代数 结构 与 序 结 构 
县 有 协调 性 ， 因 而 合 在 一 起 能 做 成 新 的 结构 ， 

《3 R 具有 连续 性 结 移 。 入 rchimedes 公 理 尼 然 是 满足 的 
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(二 任 给 x 之 0，y 宇 0， 总 存在 白 然 数 # 致 鸽 y 志 Hx) ， 

对 工 述 在 序 感 尺 中 的 雹 可 定 文 绝对 值 ， 从 而 引出 距离 概念 和 
邻 域 概念 。 由 此 可 得 到 极限 概念 和 基本 序列 概念 ， 有 日 其 势 验 朋 民 
上 共有 完备 性 ， 妈 凡 基 本 序列 的 极限 值 也 都 售 于 R 内 。 改 结论 是 ; 
R 是 一 个 完备 的 亚 几 米 德 有 序 域 ， 它 是 代数 结构 、 序 结构 和 拓 村 
结构 三 者 联合 而 成 的 其 有 协调 性 的 一 种 交叉 结构 . 

注意 ; (1) 在 有 R 上 可 以 展开 全 部 数学 分析 ; 因为 在 其 上 概 限 过 程 可 以 畅行 天 阻 ， 
上 所 话 担 极限 恒 在 愉 之 四， (2} 完备 序 域 及 的 子 域 一 一 有 有理 数 域 QQ 也 是 一 个 亚 苞 米 袖 有 
序 域 。 代 不 宕 生 ， 因 为 收 雍 的 有 理 数列 的 极限 未 必 鹿 于 R， 因 此 在 有 再 数 域 上 无 法 建 
立 半 析 数 学 ，(3】 驳 实 人 在 在 著 非 标准 数 域 的 例子 .例如 利用 “ 超 守 ”Ultrapomer) 
构 眠 的 非 标 准 袖 获 焉 及 就 是 一 个 非 亚 纯 米 裤 的 完备 月 序 域 ， 在 这 城中 存在 无 穷 多 个 
非 标 准 光 穷 小 实数 . 例如 。， 没 wm 为 无穷 小 ， 则 a 5 RR* . 于 是 对 任 给 标准 实数 了 > 0， 却 
不 可 能 找到 自 热 数 n 致 基 na>¥， 原因 是 na 仍 汐 无效 小 


$5 咯 谈 丘 扑 结构 


一 般 都 比较 熟悉 代数 结构 ， 而 序 结构 概念 也 睹 较 简 单 ， 所 以 
记 电 专 就 拓扑 结 构 略 作 讨论 

所 谓 拓 扑 结 构 ， 就 是 能 够 描述 圾 限 的 奢 种 结构 。 严 描述 极 
限 ， 就 效 有 有 “党 近 ” 或 “邻近 ”这 样 一 些 概念 ， 这 就 锦 要 距离 概 
爹 ， 因 此 对 于 一 个 集合 中 的 元 达 间 只 可 能 引进 “ 焉 离 ” (或 度 
量 》 的 定义 ， 即 可 形成 一 个 拓 站 结构、 所谓 距离 拓扑 。 我 们 知 
道 ， 近 代 汉 函 分 析 中 讨论 的 各 种 线性 赋 范 空间 ， 上 其 范 数 (或 祝 数 ) 
概念 就 是 一 种 广义 绝对 信 鬼 念 ， 巾 此 也 可 导出 距离 概念 。 所 以 凡 
赋 范 空间 都 具 厂 距离 拓扑 结 槐 ， 

当然 ， 也 可 直接 用 令 域 《neighborhood) 这 种 概念 来 界定 
极限 概念 。 例 如 ， 在 欧 氏 空间 中 一 维 邻 域 便 是 开 区 间 ， 二 维 邻 城 
可 以 是 开 圆 域 ， 三 维 邻 域 可 以 是 开 球 域 ， 等 等 。 

为 了 在 最 一 般 形式 下 引进 拓扑 概念 ， 最 简便 而 旦 比较 符合 直 
观 的 办 法 就 是 先 引 进 一 般 意义 下 的 邻 域 和 邻 域 系 的 概念 ， 如 同 确 
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立 别 的 数学 分 支 或 数学 体系 的 公理 那样 ， 必 须 对 邻 域 需要 上 其 备 的 
基本 性 质 作 一 全 区 分 析 ， 然 后 利用 反映 基本 性 质 的 条 款 来 界定 邻 
域 概念 。 反映 基本 性 质 的 条 款 也 就 是 领域 公理 。 当 然 、， 这 些 公 理 
必须 是 无 矛盾 的 ， 而 且 是 相互 独立 的 。 它 们 还 必须 是 完备 的 ， 即 
确实 足以 刻 划 所 需要 的 极限 概念 。 

现 伐 的 拓扑 学 教程 中 ， 都 要 谈 到 邻 域 公 理 ， 这 组 公理 可 叙述 
如 下 ; 

设 在 一 个 抽象 点 集中， 分 网 出 一 些 子 集 称 之 为 邹 域 ， 著 可 
是 邻 域 ，x EU， 则 也 称 U 为 x 的 叙 域 。 邻 域 系 {加} 须 满足 下 列 四 
荣 公 理 ， 

C1) 王 中 每 一 点 至 少 有 一 邻 域 。 

C2) 一 个 点 x 的 聘 个 邻 域 ,与 FF 之 交 U ,六 , 仍 为 一 邻 域 ， 

《3) 若 和 包含 0: 、， 即 5E 汪 NU ， 则 NN 也 是 点 x 的 -- 个 邻 
城 ， 

《4) 在 点 x 的 任 … 邻 域 中 必 含 有 x 的 邻 域 0 ,使 得 当 y EU， 
时 总 有 UU，， | 

上 述 公理 中 的 《1》、 (2》、 《3) 陈述 较 简 单 ， 其 重要 性 
在 直观 上 也 比较 明显 。 看 来 只 有 会 理 〈4)》 似乎 略 复 订 些 ， 事 实 
土 ， 大 们 在 作 分 析 数 学 领域 中 的 命题 论证 时 ， 时 常 需要 用 到 这 条 
公理 作为 分 析 推 还 的 依 扩 .这 条 人 委 理 的 意思 无 非 是 肯定 每 -点 的 
某 个 邻 域 中 的 一 切 点 也 都 有 邻 域 。 特 别 ， 每 一 贞 的 开 区 域 都 具 洛 
这 个 性 质 ， 在 分 析 学 中 联系 〈4) 和 《2) 往往 能 保证 选取 一 申 越 
采 越 小 的 邻 域 使 之 以 点 # 为 极限 点 。 由 此 公理 《4 ) 的 重要 性 可 
见 一 斑 ， 

由 邻 域 奈 的 概念 就 可 以 导致 极限 概念 。 凡 有 具有 邻 域 系 的 集合 
就 称 为 拓扑 空间 , 邻 域 系 称 为 拓扑 丫 构 。 正 如 本 讲 $3 中 提 及 的 ， 
所 谓 拓扑 学 就 是 研究 拓扑 变换 下 不 变 竹 质 的 一 门 几 何 学 。 我 们 知 
道 ， 关 于 空间 形式 或 几何 形态 的 拓扑 变换 【了 即 原 象 与 喘 象 双方 连 
续 的 一 一 贞 射 》 是 一 种 广泛 地 存在 于 现实 世界 的 密 换 方式 ， 所 以 
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拓扑 学 研究 对 象 的 重要 性 也 驶 不 将 而 喻 。 试 看 ， 河 边 柳 树枝 的 球 
揪 ， 河 水 的 流动 ， 还 有 绳子 的 打 结 、 工 厂 欠 工 车 间 指 “ 压 槛 ”等 
邦 涉 及 几何 形体 的 变化 方式 ， 娜 个 鲍 子 不 可 纳入 拓 插 变换 的 范畴 
中 去 呢 ? 如 所 知 ， 不 只 是 理论 数 掌 各 分 支 ， 而 且 连 现代 的 生物 学 
与 经 济 科 学 领域 也 都 借 印 于 拓扑 学 工具 ， 其 原因 就 是 因为 拓扑 学 
的 研究 对 象 和 内 容 太 广泛 太 丰 富 了 ， 换 言 之 ， 在 现实 世界 中 其 有 
拓扑 结 构 的 原型 太 稍 见 了 。 

布 巴 基 学 派 非常 重视 代数 结构 。 局 时 他 们 对 把 拓扑 结构 列 为 
坪 结 构 之 一 ， 这 自然 是 理所当然 的 ， 也 是 -十 分 必要 的 ， 


$6 ”上 略 谈 同 构 概念 


从 结构 的 旭 点 出 发 来 分 析 间 题 ， 同 物 的 概念 是 -个 非常 重要 
的 概念 。 这 是 因为 凡 具 有 同 构 性 质 的 一 些 结 构 ， 在 本 质 上 都 可 看 
成 是 同一 种 结构 ;在 研究 问题 时 当然 只 须 抓 住 ~- 种 结构 进行 分 析 
上 可 ， 而 无 需 浪 费 重 复 性 的 劳动 。 - 

假定 有 两 个 集合 好 和 癌 ， 他 们 对 分 别 定 兴 的 运算 。 和 素 各 自 
满足 同样 一 组 公理 ,如 果 存 在 一 个 一 一 对 应 法 则 wg， 匡 玉 和 NN 中 的 
元 以 此 各 由 的 运算 结 染 都 能 一 一 对 应 起 来 ， 如 XENM， xX-> 时 
= (x) EN ， 且 

Xi TIEM, Xoxs EM x 3 (x EN, =1 2)， 

XI ONIN = xi Xe) EN, 

这 样 ， 就 称 {M 。} 与 LN 类 } 是 一 对 同 构 系统 ， 

当然 ， 系 统 问 的 同 构 概念 也 可 推广 色 具 有 多 旺 运 算 的 情形 

数学 主要 是 研究 结构 , 荣 于 结 灼 采 取 和 什么 形式 自然 无 关 紧 要， 
因此 ,在 一 类 同 构 的 系统 中 愉 须 选 定 一 个 结 槐 作为 研究 对 象 即 够 ， 

下 面 我 们 党 复数 域 的 四 种 不 同 表现 形 江 作为 疗 构 系统 的 简单 
例子 。 
令 a， 5 天 实数 ， t= 一 1 为 虚数 单位 ， 到 按 和 娘 下 的 各 种 一 一 


?1 


对 应 关系 可 知 复数 xz= 4+ 记 有 四 种 表现 形式 ， 
+ bie—> (C0) <>( b )<—>04 
对 于 坐标 表示 法 《e，B8)》 而 言 ， 吕 规定 加 法 和 潍 法 运算 如 下 
Ca, BY) + Ce, d) = {atec, b+d), 
《Key BY 《cy dd) = Cac~bd, ad +be) 。 
异 然 这 上 与 4 十 扫 ，c + 看 间 的 运算 结果 是 对 应 一 致 的 ， 
又 对 于 上 更 阵 琢 示 潜 而 言 ， 如 果 
atbie—>(_$ 人 > cr 5 ， 
着 易 见 
(_ ($s 2]=(_ i) ev at rtd)i, 
(C0).20)=( rb betbi) er ei), 
这 些 都 反映 了 复数 间 相 问 的 运算 规则 。 同 样 ， 对 复数 除法 《〈 乘 法 
道 运算 ) 也 是 完全 对 应 一 致 的 。 因 此 ， 无 论 是 由 坐标 表示 法 或 者 
矩阵 表示 法 ， 由 相应 运算 规则 确定 的 数学 系统 都 是 互相 同 构 的 ， 
它们 在 本 质 上 都 代表 同一 个 复数 域 。 细 节 的 验证 读者 容易 自行 补 
出 ， 兹 从 酷 。 
进一步 ， 在 上 述 复 数 域 上 还 可 引进 拓扑 结构 。 这 只 须 引 进 范 
数 〈 绝 对 值 ) 概念 好 可， 


atti| | = 104| = | (L$ 0) | -vs 
这 样 它们 构成 的 系统 者 成 为 同一 种 半 序 域 p， 共 中 序 的 关系 可 按 
下 痢 方 式 规 定 : 
| {Catbi) < (ctdi) ae 日 5<d。 
显然 3+ 4 与 44+ 3i 之 间 就 没有 序 的 关系 ， 

如 果 对 每 一 偶数 zo=xo+sob 把 满足 条 件 

Iz- xol=| (一 区 0) + Cy—y0o) 1| <<, (63>0) 
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的 点 集 {z} 称 为 zo 感 的 5 邻 域 ， 则 所 有 这 种 形式 的 邻 域 《其 中 86 为 
任意 正 数 》 及 其 拓扑 变换 后 的 一 切 子 集 显 然 满 足 “ 邻 域 系 公理 ” 
《1 一 4》。 因 此 范 数 的 引入 也 就 产生 了 拓 扩 结构 ， 


$7 ” 略 评 结构 主义 


便 实 ， 数 学 的 各 分 支 可 以 按照 它们 的 早 构 性 质 辑 以 区 划 和 归 
灶 ， 所 以 布 巴 基 派 的 基本 观点 是 正确 的 。 他 们 试图 把 大 部 分 数学 
都 纳入 各 种 结构 系统 中 去 。 并 通过 比较 使 得 各 分 支 的 内 在 联系 与 
区 出 展示 出 一 幅 清 晰 的 图 景 ， 这 对 于 全 面 地 整理 数学 来 说 。 无 用 
是 十 分 合理 的 作法 。 

但 是 这 一 派 的 方法 论 ， 专 注重 于 数学 形式 结构 特征 的 分 析 与 
比较 ， 可 以 说 是 一 种 关于 已 经 形成 了 的 数学 部 门 的 回顾 性 的 进 辑 
分 析 ， 而 不 是 展望 和 探索 新 领域 的 方法 ，。 换 言 之 ， 结 构 主义 并 不 
注意 研究 如 何 从 现实 世界 中 提取 新 的 数学 模型 ， 开 辟 新 的 数学 园 
地 .其 主要 兴 超 不 过 是 整理 和 分 析 。 办 此， 结构 翌 义 的 基本 转 想 
方法 春来 并 不 是 一 种 发 明 创 造 的 方法 ， 

结构 洲 义 的 观点 反映 在 数学 教学 领域 ， 甸 经 导数 现代 热闹 -一 
时 的 新 数 运动 。 新 数 在 以 往 十 多 年 里 曾 在 欧美 诸 国 进行 过 多 次 试 
验 ， 看 来 并 不 战功 ， 按 照 新 数 的 教学 观点 ， 就 古 杰 给 学 生 一 开始 
就 讲授 最 一 般 的 数学 结构 系统 ， 于 是 象 集合 论 与 抽 蒙 代数 芒 至 数 
理 逻 辑 就 成 为 必要 的 其 栅 工 具 。 青 年 学 生 的 记 亿 力 和 模仿 性 都 较 
强 ， 当 然 开 始 导 也 容易 照样 夯 标 地 在 数学 形式 演绎 系统 中 表现 一 
番 。 但 毕 竞 由 于 缺乏 生动 的 直观 背景 ， 违 反 一 般 人 的 正常 的 认识 
过 程 ， 所 以 新 数 在 数学 教学 中 的 拓 败 ， 胜 是 理所当然 之 事 ! 当然 ， 
也 有 极 少数 的 持 熟 此 将 或 非常 杰出 的 青少年 能 从 新 数 由 得 到 好 
处 ， 但 那 只 是 极 个 别 的 例外 . 

由 上 所 述 ， 可 知 孩 结 析 主 义 的 纯 演 绊 形 式 讲授 数学 题材 的 观 
点 即 新 数 的 观点 。 这 观点 琢 理 在 实践 上 的 起 大 失败 就 是 无 法 激发 
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出 青年 学 上 生 们 的 直觉 想象 能 力 。 可 是 直觉 与 想象 正 是 数学 创造 为 
的 源泉 。 如 此 说 米 ， 在 数学 教育 或 教学 领域 中 ， 结 构 主 义 的 表述 
方式 看 来 是 没有 多 大 价值 的 。 事 实 上 ， 布 巴 基 学 派 提 供 的 《数学 
原本 》 数 十 卷 ， 远 远 不 能 同 历史 上 胸 几 里 得 《 几 有 康 木 》 丰 教育 
上 的 作用 相 比 : 它们 在 现代 数学 教育 上 的 影响 其 微 ， 当 然 ， 对 专 
业 研 究 工 作 考 环 是 有 一 定 参 考 价 值 的 。 
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第 6 讲 ”代数 方程 根 式 解 法 与 
伽 罗 瓦 的 群 论 因 想 方法 
§1 代数 基本 定理 与 根 式 解法 研究 简 史 


代数 方程 根 式 解 法 的 研究 有 很 悠久 的 历史 .大 家 知道 ， 一 
实 系数 的 代数 多 项 式 丰 实数 域 中 只 要 能 分 解 成 一 些 一 次 因 式 与 二 
次 因 式 的 乘积 ， 则 汶 程 的 各 个 根 便 训 立 即 得 出 。 一 般 说 来 ， 二 次 

因 式 为 零 所 表现 的 二 次 方程 会 给 出 一 对 共生 复 数 根 。 

是 不 是 每 个 ”次 实 系 数 多 项 式 都 能 有 如 上 所 述 的 因 式 分 解 形 
式 呢 ?7 当初 人 们 对 此 是 有 怀疑 的 。 例 如 药 布 尼 论 (Leibniz,1646 
一 1716)》 就 不 相信 这 件 事 。 对 此 问题 首先 得 出 正确 答案 者 是 欧 

。 但 他 只 对 次 数 *<6 的 代数 多 项 式 给 出 了 证 明 。 

代数 方程 式 论 的 一 个 中 心 问题 是 ， 每 一 个 实 系 数 多 项 式 方程 
是 否 总 有 一 个 实 根 或 复 根 ? 这 就 是 代数 方程 根 的 存在 性 问题 ， 轧 
而 和 易 见 ， 只 聚 能 证 明 凡 2# 次 方程 必 有 一 根 ， 则 根据 余 式 定理 和 归 
纳 法 恒 可 推出 # 次 方程 必 有 7 个 根 《 包 括 重 根 》， 

对 方程 根 存在 性 命题 首先 试图 证 明 的 是 达 朗 风 康 尔 (Dalem- 
bert) ,接着 欧 拉 也 给 了 一 个 证 明 。 但 他 们 的 证 明 都 是 有 缺陷 的 。 
近 格 前 日 CLagrange，1736 一 1813》 于 1772 年 又 重新 证 明了 根 
的 存在 性 命题 ， 后 经 高 斯 分 析 ， 发 现 鞭 证 法 中 曾 把 实数 的 各 种 福 
质 应 用 于 消 未 证 明 其 存在 的 根 上 ， 所 以 该 证 明 仍 然 是 很 不 严格 
的 。 闹 斯 于 1799 年 在 如 丁 根 (Gsttingen)》 大 学 所 完 成 的 著名 的 
博士 论文 即 以 方程 根 的 存在 命题 为 主题 ， 症 该 文中 才 首 次 严密 地 
证明 了 上 述 代 数学 基本 定理 ， 

高 斯 证 法 的 基本 思想 如 下 。 设 (xz) 为 4 次 实 系 数 多 项 式 ， 记 
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> =YXY 寺 绍 ，， 《(1 二 WA 一，X，# 为 实数 ) ， 考 虑 方程 天 x+ 出) = 
ux, YY +iy x, 4 =0, Bia Cx, #) =0, vy (x, y) =0, 
这 里 (x， 芒 = 0 与 7 C(x。 #) =0 分 别 表 示 OXY 汕 标 平面 上 的 两 
条 有 曲线 C 与 Cs ,于 是 通过 对 曲线 的 定 任 分析， 可 以 证 明星 线 之 一 
《例如 C, ) 必 有 - : 段 连续 度 联 接着 另 … 曲 线 〈《 如 C:) 所 划分 的 
两 个 区 玻 中 的 黄 个 点 ， 所 以 必 有 一 个 交点 2*=a+ 站， 从 而 得 出 
Ne BD) =yta, 5) =0， 也 有 即 1 (Cattib) =0。 因 此 x* 便 是 代数 
方程 六 zy = 0 的 一 个 根 《 这 个 证 法 的 思想 方法 十 分 自然 ， 欲 知 其 
详 ， 请 参考 关 国 Birkhoff - Maclane 所 著 《 现 代 高 等 代数 》) 。 

高 斯 对 上 述 代数 学 基本 定理 十 分 重视 ，-- 生 中 兽 给 出 了 四 个 
证 明 ,1816 年 与 1825 年 给 出 的 第 二 ,第 三 个 证 法 基本 上 用 到 了 柯 西 
积分 定理 的 思想 。 高 斯 -七 十 一 岁 高 龄 时 在 Gattingen 科 学 杂志 上 
还 公布 了 第 四 个 证 法 。 在 这 最 后 一 个 证 明 时 多项式 的 系数 可 以 是 
复数 系数 ， 

复 变 函数 论 发 展 后， 代数 学 此 本 定理 已 经 作为 更 一 般 定理 的 
推论 。 例 如 ， 熟 知 的 刘 维 尔 定 理 断 言 ， 凡 在 复数 平 柯 上 处 处 解析 
的 函数 如 果 帮 界 ， 则 必 为 常数 ， 换 言 之 ， 凡 不 等 于 常数 的 整 函数 
必 泡 界 . 今 假定 1 次 代数 方程 式 1{z》=0 (n>1)》 在 复数 平面 上 无 
根 存 在 ， 却 对 一 转 复数 z 重 得 f(z》 二 9。 电热 f(zx》 不 是 一 常数 月 
于 |z| 一 + ce 时 ，|fCz)j 一 +co。 于 是 对 给 定 正 数 好 必 有 及 ， 使 得 
于 1z1>R 时 名 有 |f (zx) ] 之 型 。 记 

inf f(z)| =d>0, 


如 由 假定 知 g C2) = 17fz) 为 在 复数 平面 上 处 处 解析 的 函数 ， 


但 


1g(21= VDT< 大 (1zl>R)， 


lg(z)j< 林 《|z| 去 驴 ) 


故 推 知 5(2)》 为 有 界 ， 据 刘 维尔 定理 应 得 g(z) = 篇 数 ， 也 
| ?6 


即 fz)》 = 常数 ， 这 与 1(z) 本 性 不 盾 。 到 此 了 f(z) = 0 在 复数 平 
面 上 必 有 有 根 存 在 。 可 见 代 数 基 本 定理 万 是 刘 维 尔 定理 的 简单 扒 
论 。 

数学 史上 常 有 这 种 现象 ， 用 后 来 发 展 了 的 工具 去 处 理 老 问题 
时 ， 党 能 获得 最 简捷 的 解决 方法 。 : 

当然 ， 代 数学 基本 定理 只 是 从 原油 上 表 定 了 代数 方程 根 的 存 
在 性 ， 至 于 方程 的 要 如何 根 据 方 程 的 系数 去 计算 的 问题 那 是 另外 
的 问题 ， 特 别 ， 可 否 利 岂 系 数 间 的 四 则 运算 与 开 方 根 运算 天 出 方 
程 很 的 问题 ， 那 是 更 难 的 问题 这 后 一 问题 叫做 关于 代数 方程 的 
根 式 求解 问题 ， 这 个 问题 的 提出 是 很 白 然 的 ， 因 为 当 入 们 发 现 了 
二 次 方程 、 三 次 方程 与 四 次 方程 的 --- 般 求 根 公 式 之 后 ， 也 就 必然 
会 提出 五 次 或 五 次 以 上 的 代数 方程 有 无 一 般 求 根 公 式 的 问题 。 

最 初 ， 革 布 尼 兹 曾 研 究 了 五 次 方程 的 根 式 求解 问题 ， 但 未 获 
战功， 后 来 高 斯 专门 研究 了 二 项 方程 z* ~ 1 = 0 的 根 式 求解 问题 ， 
取得 了 重要 成果。 特别 ， 如 果 # 是 质数 且 能 表 成 4= 22*+ 1 的 形式 
时 ， 则 z" ~ 1= 0 的 各 个 根 还 可 利用 有 理 数 的 有 限 次 五 则 运算 +， 
-、x、=+ 上 、wvw 一 《〈 开 平方) 表示 出 来 ， 这 个 结果 在 尺 规 作 图 中 
的 分 贺 问 题 上 有 重 柳 应 用 。 

继 拉 格 朗 日 与 高 斯 之 后 ， 重 飞 尼 《Ruffini》》、 阿 贝尔 与 雅 
可 比 兽 各 自 探索 了 一 般 五 次 方程 的 丰 式 求解 问题 ， 障 贝尔 与 雅 可 
比 曾 一 度 认为 “已 解决 了 问题 ”， 但 很 决 就 发 现 其 作法 是 不 对 
的 、 重 飞 尼 首 先 按照 正确 的 思路 “证明” 了 一 般 五 次 方程 根 式 解 
法 的 不 可 能 性 。 但 他 的 证 法 中 用 到 了 一 个 关键 性 命题 而 未 加 证 
明 。 所 以 鲁 飞 尼 的 土 作 方向 虽然 是 正确 的 ， 但 提供 的 证 明 却 是 不 
完整 的 。 

阿 员 尔 在 高 中 读书 时 就 阅读 拉 格 朗 日 、 高 斯 有 关 方 程式 论 的 
著作 ,开始 时 他 利用 高 斯 处 理 二 项 式 方程 的 手段 去 研究 五 次 方程 ， 
曾 一 度 以 为 能 用 根 式 解 出 五 次 方程 ， 在 很 快 发 现 了 错误 之 后 ， 他 
便 敏感 地 猜想 到 -- 艇 五 次 方程 不 可 能 用 根 式 求解 的 结论 。 接 着 ， 
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他 成 功 地 证 明了 一 条 定理 ， 今 称 阿 贝尔 定理 ， 那 实际 就 是 曾 飞 尼 
论证 中 所 忽略 的 一 个 关键 性 的 基本 命题 由 此 基本 命题 阿 贝尔 便 
证 明了 ;，， “高 于 四 次 的 一 般 代 数 方程 不 可 能 有 一 般 形式 的 根 式 
解 。” 这 是 数学 史上 的 一 项 重要 成 就 ， 

由 于 阿 册 条 并 未 见 到 和 鲁 飞 尼 的 工作 ， 他 在 1826 年 完成 的 证 法 ， 
中 泵 免 有 许多 与 佛 飞 尼 重 复 的 部 分 ， 所 以 文章 与 得 不 必要 的 复 
杂 。 籽 的 论文 中 还 有 一 点 小 错误 ， 即 甘 手 男 数 分 类 的 错误 。 替 好 
这 点 错误 无 关 紧 要 。 后 来 在 他 1829 年 去 世 前 ， 还 重 写 了 两 个 更 精 
细 的 证 明 ， 宕 给 了 勒 让 特 尔 (Legendre》 与 克 雷 耳 (Crelle) . 
并 发 表 于 克 雷 耳 杂 志 。，1879 年 恰好 过 了 半 个 世纪 德国 数学 家 克朗 
内 克 《Kronecker) 在 阿 贝尔 的 思想 基础 上 又 给 出 了 一 个 篇 明 、 
直 捷 、 严 格 的 证 了 明 。 

固然 高 二 四 次 的 一 般 代数 方程 ( 带 有 文字 系数 者 ) 不 可 能 有 
一 般 形式 的 根 式 解 ， 但 有 些 特殊 类 型 的 方程 《例如 二 项 方程 》 却 
仍然 可 以 得 到 杭 式 解 。 因 此 ， 高 次 代数 方程 何 时 存在 根 式 解 的 问 
题 一 一 即 代数 方程 的 可 和 解 性 问题 乃 是 一 个 需要 进一步 解决 的 间 
题 。 - 

对 上 述 问题 的 研究 ， 拉 格 朗 日 曾 近 出 了 量 要 的 一步. 他 用 
某 种 统一 的 观点 分 析 了 二 次 。 三 次 、 四 次 方程 的 根 式 解 法 之 后 ， 
曾 预 抑 到 一 般 方程 的 可 解 性 问题 最 后 都 将 归结 到 关于 诸 根 的 某 种 
排列 置换 的 问题 ， 而 且 他 还 设想 了 一 种 理论 上 的 (或 原则 人 竹 的 》 
利用 根 式 求解 方程 的 步 又。 不幸 的 是 ， 拉 和 格 朗 日 按照 自己 的 一 般 
设想 方案 去 处 理 乒 次 方程 时 三 了 壁 ， 因 为 事情 竟然 复杂 到 了 使 他 
无 法 进行 下 去 的 地 步 ， 于 是 只 好 放 穿 了 上 述 工作 计划 。. 

可 是 拉 格 六 日 的 洞察 力 却 启发 了 年 轻 的 阿 贝 尔 与 侦 罗 再 
CGalois，1811~1832》 ， 他 们 在 继承 了 拉 格 朗 日 究 下 的 宝贵 
遗产 的 基础 上 ， 各 自作 出 了 重大 的 贡献 、。 尤 其 是 ， 狼 如 划 破 黑夜 
长 空 的 一 颗 茜 星 一 体 罗 互 的 出 现 ， 开 创 了 转换 群 论 的 研究 、 从 
而 确立 代数 方程 的 可 解 人性 理论 ， 彻 底 解 决 了 一 般 方程 的 概 式 解难 
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题 。 有 关 他 们 的 基本 思想 方法 将 在 后 面 各 节 中 加 以 论述 。 
§ > 。 拉 格 朗 日 的 思想 方法 与 阿 贝尔 定理 


人 们 在 16 一 17 世 纪 时 已 熟知 代数 方程 根 与 系数 的 关系 。 设 
共和 zx 为 下 列 # 次 方程 . | 
f(x) =asx* ox" tian=0 《aso 寺 0) 
的 # 个 根 (其 中 容许 有 重 根 》。 虽 . 
fF = Gx) (Ka) (rx) 0 
”如 果 将 上 式 先 积 展开 出 来 ， 则 比较 同 次 塞 系 数 可 得 联 立方 程 


六 有 
上 
> X= ~ gao 


1 下 一 


， Dxixs= 0/ao 


站 攻 k 


CL 一 《一 1} "a nf do 
这 就 是 根 与 系 阁 的 市 达 关系 ， 其 中 各 等 式 左 端 均 为 计 根 的 对称 
式 ， 即 诸 根 互 换 位 置 后 等 式 形状 均 不 变 。 

所 谓 代数 方程 1(x) = 0 的 很 式 解 ， 实 质 上 可 以 属 作 是 上 述 联 
立方 程 的 代数 解 ， 即 利用 文字 系数 ao，61，…，a, 间 的 有 限 次 四 
则 运算 与 开 方 很 运算 v 一 ， ”区 一 表 出 诸 z 的 一 般 解 。 在 
欧 拉 时 代 以 前 ， 人 们 已 经 知道 对 带 有 文字 系数 的 二 次 方程 、 三 次 
方程 及 四 次 方程 而 言 《相当 于 w= 2，3，4 的 情形 ) ， 确 实 能 利用 
系数 的 四 则 运算 与 开 方 根 运 算 作成 的 公式 囊 示 出 各 个 根 。 

既然 代数 方程 中 的 多 项 式 是 由 x 本 身 和 它 的 各 次 乘 方 x* ,…， 
x" 构 成 的 ， 求 根 是 个 逆 过 程 ， 所 以 理所当然 地 在 计算 根 的 过 程 中 
将 会 包含 各 次 开 方 运算 ， 即 ww” ，…， 必 ”等 运算 而且 正 是 这 
些 开 方 根 w 一 ，…， 忆 一 的 多 和 昔 性 ， 将 能 用 以 区 别 各 个 根 。 

试 以 o 表 必 工 的 一 个 复数 根 ( 幅 角 最 小 的 复数 》 ， 则 共有 个 
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复数 根 w，o ，…，m -oo = 1。 特别 才 工 的 两 个 平 塘 根 为 1， 
+1s V1 的 三 个 立方 根 为 %， Ww， 他 一 1， 其 中 | 
1 A3 


可 了 4y oz = -了 -> (i= 一 )》， 


因此 A 次 方程 1( x ) = 0 的 根 趟 解 问题 就 是 如 何 利用 6 ，a，， 
…，4. 诸 系数 以 及 各 次 单位 方 根 土 lw wr 0 az， 
2" -1 的 有 理 运算 及 各 次 开 方 运算 v :六 来 穴 示 出 条 
个 纪 根 的 问题 。 

拉 格 朗 日 精心 分 析 了 二 次 、 三 次 、 四 次 方程 的 根 式 解 结 

， 发 现 方程 的 预 解 式 概念 ， 并 且 还 进 一 光宇 现 扣 式 入 根 
列 置换 下 的 形式 不 变性 有 关 ， 因 此 他 最 后 得 出 结论 说 ， 高 次 代数 
方程 根 式 解 的 可 能 性 问题 最 终 还 是 归结 到 诸 根 欧 排 列 置换 性 质 的 
问题 。 

什么 叫做 拉 格 裔 日 预 解 式 ? 我 们 不 荡 取 二 次 方程 与 三 次 方程 
为 俩 来 说 明 问题 ， 

大 家 知道 二 次 方程 xs +bx+c= -0 的 求 要 公式 是 


Xl 二 #(-8+ Ys:-4c) 9 xs = 也 (-6- fo:- 4c). 
在 这 个 公式 中 果然 只 用 到 了 系数 问 的 有 理 运 算 与 开 方 v 运算 ， 
测 且 借 动 于 1 = 士 1 的 双 值 性 区 分 了 两 个 根 x 与 -;。 那 公 
如 一 械 是 怎样 形成 的 呢 ? 它 与 诸 根 有 何 关系 ? 很 显然 ， 这 个 运 
算式 可 表 成 更 二 4 = x1 一 x;。 简 记 为 @ (1，xs) = 和 
多 即 称 为 二 次 方 福 的 预 解 式 。 由 书 达 关系 已 知 
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XI*Xs=¢ 
所 以 只 要 能 将 B 用 5，c 表 出 ， 则 由 *, +xs = -5 立即 可 得 二 根 
xi 了 (一 8 sf = 六 (5 $). 
显 而 易 拖 人 B= (x XxX 
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-4xix = CC 一 Bb?7-dc=b? 一 4c。 吉 多 洁 足 二 项 方程 
PD 一 《8 一 45) = 
这 就 是 二 次 方程 的 预 解 方程 。 由 此 得 
P= hdc. 
于 上 可 见 ， 只 要 求 得 预 解 方程 ， 则 源 方 程 的 很 式 解 即 随手 可 
。 下 面 再 来 考察 兰 次 方程 的 根 式 解 问题 。 
试 考虑 既 约 三 次 方程 x? + gx+ = 0。 它 的 三 个 根 与 系数 的 关 
系 是 


革 !1 十 Yz 十 3 三 位 
TINa 二 Xa Xs tT = 

| TIXiXa = bb, 
根据 16 世 纪 意 大 利 | 数学 家 塔 诬 里 亚 (Tartaglia)》 与 卡 丹 (Cardan) 
发 现 的 解法 ， 首 先 应 作 变 换 x=#~ 训 4/4 代入 原 方程 ， 经 过 篇 
化 则 得 

y" +phy— (4) = 了 站。 <1) 
这 可 简 记 为 

1 


2 8 
+pD— 37 g =0, (2) 


其 中 号 = 姑 ， 由 于 这 是 一 个 二 次 方程 ， 立 即 可 解 山 旬 ,最 后 再 经 过 
和 立方 可 求 得 8# 的 六 个 值 ， 


了 


这 里 外 , 与 吊 , 是 关于 瑟 二 次 方程 的 两 个 根 ， 即 
@i= -过 十 上 + (有 ) ， (i= 1,2).. 


最 后 ， 经 过 恰当 搭配 可 把 原 二 从 方 程 的 三 个 报 胃 确 地 表示 如 下 ， 
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(的 *()， 


这 些 公式 果然 也 只 用 到 了 系数 间 的 有 理 运 算 与 平方 根 、 立 方 根 运 
算 ， 且 诸 根 的 区 刚 是 借助 于 v 工 的 双 值 性 及 必 工 的 三 值 性 表示 出 
来 的 

我 们 已 经 看 出 ， 导 出 上 述 公 式 的 重要 关键 是 由 于 得 到 了 关于 
多 的 二 次 方程 ， 这 个 二 次 方程 就 是 关于 三 次 方程 根 式 解法 过 程 中 
-的 拉 格 朗 日 预 解 方程 。 这 个 预 解 方程 式 的 得 来 是 由 于 作 了 变数 代 
换 x=y 一 寺 (2/D 。 

对 这 样 一 个 变数 代 换 而 言 ， 拉 格 朗 日 不 是 着 眼 于 x 如 何 依 末 
于 y， 而 是 考 虚 y 如 何 依赖 于 x 的 问题 ， 反 过 来 分 析 问 题 ， 这 便 是 
他 的 高 明之 处 ， 

控 格 朗 日 观察 类 各 个 y 值 可 以 表 上 成 


#= +t x2 + txs) (3) 


这 里 三 个 字母 x,， Xa xs 共有 3! =6 个 排列 ， 故 对 应 各 个 排列 可 
得 y 的 6 个 值 ， 所 以 y 理 应 满足 一 个 6 次 方程 ， 
再 者 ， 对 诸 x, 的 6 种 排列 而 言 ， 
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《和 ToOx, 十 wm rs) (Cd) 
实际 上 只 给 出 两 个 不 同形 式 的 值 ， 这 也 说 明 为 什么 pe = 起 《x+ 
wxs + xs)* = 多 恰好 满足 一 个 两 次 方程 一 一 预 解 方 程 , 其 中 省 就 
是 拉 氏 预 解 式 。 

上 上 述 分 析 表 明 预 解 方程 的 次 数 与 字母 〈 根 》z,，xa，x 的 排 
列 所 导致 的 不 变形 式 的 个 数 有 关 。 为 详细 地 说 明 这 一 情况 。 可 拒 
6 个 排列 所 对 应 的 一 切 置 换 简 记 如 下 (可 用 ,表示 这 个 置换 类 ): 


(123) (132) (373 


(237) (332) (C323 
例如 上 列 第 三 个 嗜 换 即 形 示 xi 一 zx ，xs 一 xi xs 一 xys。 最 后 一 个 
置换 即 表示 Xu >Xa，Ys Ya XX 
显然 对 上 述 6 个 罢 换 而 言 ，Y 的 不 同形 式 值 也 有 6 个 。 但 在 
《zi + wx2 十 :X93) ?上 施行 6 个 置换 时 ， 只 有 两 个 不 同 的 形式 
值 ， 即 . 
(Xr + wrs + wrx) SS (x + or + Or), 


事实 上 前 者 对 下 列 3 个 置换 是 不 变 的 ， 


stGsa G 3 3), G32)). 
后 者 对 6 个 中 的 另外 3 个 置换 是 不 变 的 。 
所 以 在 拉 格 朗 日 的 分 析 研 究 中 ， 已 经 发 现 了 函数 形式 在 一 类 
置 找 下 的 形式 不 变性 如 和 何 同 预 解 方 程 的 结构 特征 相关 联 ， 
循 着 上 述 思 路 。 拉 格 朗 日 考察 了 更 一 般 的 情形 ， 即 假设 *,， 
xs1 …， Xa 是 方程 
x Fax lt+ a = 人 0 5) 
的 "个 根 ， 经 过 分 析 和 研究， 他 曾 在 1770 年 证 明了 两 个 重要 命题 。 
熟知 # 个 字母 x,，x,，，…，xs 的 全 排列 共有 ?1 个 ， 故 相应 的 
全 部 置换 构成 的 置换 类 66; ,中 :上 时 有 而 个 不 同 置换 .当然 此 区 中 的 
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一 部 分 半 换 可 作成 置换 子 类 。 凡 由 方程 系数 ca, ，…，an 及 字母 
*iy …， Xr 间 的 有 理 运 算 构 成 的 表达 式 即 称 为 有 理 式 或 有 型 跌 
数 。 于 是 拉 格 朗 日 的 两 个 重要 命题 可 陈述 如 下 ， | 

(一 》 设 叫 Cr yx 9pxXn》 和 证 (x1，x3，“…sxa) 是 两 个 有 理 
函数 《有理 式 ) .如 果 使 香 迹 (x1，xs，…， Xx，》 不 改变 形式 的 
某 类 置换 后 ， 邢 对 钙 (Gxty sa Xs 不 变形 ， 则 多 (X11 Xi， 
可 用 更 人，Yz，… 和 xn 及 (的 系数 4 (=1， 
人 的 某 种 有 理 形 式 表 示 上 出 来 。 

《二 ) 对 使 下 (xi ，x29… yx) 不 变形 的 笑 换 类 癌 而 言 , 如 果 
定 (X X21， xX》 取 7 个 不 同形 式 值 ， 则 更 必 为 某 个 r 深 方程 之 
根 ， 该 方程 之 系数 可 用 WW 及 (5) 之 系数 的 有 理 形式 表 东 出 来 ， 

很 据 上 述 二 命题 ， 拉 烙 朗 日 曾 设 想 了 一 个 理论 上 ( 原 旭 性 ) 
的 求解 方程 步骤 ， 

例 一 ”考虑 二 次 方程 x: + bx+ c=0 的 求解 问题 。 设 xz，xzs 
为 方程 的 两 个 根 ， 则 有 置 搞 类 : 


5 (1 2).(21). 
按 根 与 系数 的 关系 知 
| 二 
这 些 关 系 式 都 对 置换 类 三 :不 变形 ， 所 尺 它们 能 用 兰 二 次 方程 的 
系数 表 出 ， 是 理所当然 的 《这 里 不 妨 假定 &=1)， 
令 若 选取 更 (zi，xs)=xi+xz，， 侧 考虑 男人 xi，xYo)= . 
一 xX， 则 易 见 多 对 使 业 不 变形 的 置换 类 后 :而 言 将 取 两 个 同形 式 
值 :x, -xs 与 ys -x1/。 因 此 由 上 述 基 本 命题 , 定 必 为 某 二 次 方程 之 
根 ， 事 实 果 然 如 此 ， 即 
一 
也 即 Di- (b+ -4c) =0。 
由 此 ， 引 入 这 个 预 解 方程 的 根 式 解 v 呈 ~ 45， 利用 xi ~ xa = 
bi dc 与 X11+Xx: = -6b 便 得 到 


84 


(+ 了) 


例 二 试 考虑 三 次 方程 y2 + gx + p=0， 并 令 x1，X2， x*3 表 未 

该 方程 的 三 个 和 根 ， 今 取 

PPX Xs :3 ) = t WX 二 WD Xa) 
由 于 这 个 有 理 式 外 对 各 ,中 的 六 个 置 措 而 言 ， 它 只 取 两 个 不 同 值 4 
和 各 吾 ， 因 此 如 取 

i 《Fi Xa Ts 一 Yi 十 Xi 十 fi 二 自 
由 下 基本 命题 二》 ， 可 知 作 为 中 的 二 值 4，8 必 为 其 二 钦 方 程 
〈 预 解 方程 ) 之 根 。 于 是 再 从 下 列 诸 式 


ee +xat+x3) 二 个 
于 (xz + xa + Wx 一 
au 十 orxr tmxra)= YB, 


即 可 直接 解 出 x1， Xt; xs。 

拉 格 彰 日 还 利用 类 似 药 思想 方法 处 理 了 四 次 方程 的 根 式 解 问 
是 可 是 用 上 述 想法 处 理 五 次 方程 时 却 示 获 成 功 《 铭 知 其 详 ， 可 
参阅 Kline 《古今 数学 思想 》 一 书 的 第 25 章 ) 。 

但 是 拉 格 抛 日 的 基本 命题 和 方法 和 还 是 有 用 的 。 鲁 飞 尼 就 是 利 
用 了 拉 氏 方法 证 明子 一 个 重 变 定理 ， 当 方程 次 数 #> 4 时 ,不 存在 7 
个 元 的 有 理 了 数 更 (x,，…。，x#w) 使 得 在 个 元 素 的 置换 下 能 取 3 
个 或 4 个 相 异 值 〈 这 就 意味 着 不 可 能 存在 低 于 5 次 的 预 解 方程 》， 
由 此 ， 他 便 进 一 步 大 胆 论证 ， 任 何 高 于 4 次 的 一 般 代 效 方程 没有 
根 式 解 。 

可 是 名 飞 尼 的 证 明 是 难以 令 入 信服 的 ， 因 为 他 在 证 明 中 用 到 

一 个 未 加 证 明 的 辅助 命题 ， 后 称 阿 贝尔 定理 . 
阿 册 尔 定理 是 说 ， 如 果 一 个 代数 方程 能 用 根 式 求解 ， 则 在 根 
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式 解法 公式 里 出 现 的 各 个 根 式 〈 如 ww ， 必 ” ， 等 ) ， 一 定 都 可 
以 表示 成 方程 诸 根 及 某 些 单位 根 的 有 理 式 。 

括 如 ， 二 次 方程 ax: +bx+ c=0 (a 寺 0) 根 式 解法 公式 中 出 
” 现 的 vb? -4ac 可 表 为 alx, 一 xz) 。 又 上 既 约 三 次 方程 z + g++ 池 
= 0 很 式 解法 公式 中 出 现 的 某 个 MM ”及 vw ” 可 分 别 表示 成 


/- (#)+ (2) +(2) = Ea + Oxs 十 OX}, 


(|(#) + (4) = rt rr) 
只 要 明确 根 式 代 数 解 的 全 部 要 求 ， 即 不 难 从 直观 上 理解 上 述 阿 内 
尔 定 避 的 侣 理性， 但 其 仔细 证 明和 还 是 锅 要 不 少 笔 串 的 《自然 韦 达 
关系 和 拉 氏 重要 命题 等 都 是 证 法 中 需要 借助 的 工具 ) 。 

阿 页 尔 正 是 应 用 上 述 定 埋 才 和 精确 地 证 明了 高 于 四 次 的 一 般 代 
数 方程 不 能 有 一 般 根 式 解 的 著名 结论 的 ， 


$3 ”和 伽 罗 真 的 思想 方法 


在 人 类 的 数学 发 展 忠 上 ， 至 少 有 三 大 发 明 是 值得 大 忆 特 书 
的 ,一 是 解析 几何 的 发 明 ， 在 数学 概念 思维 领域 实现 了 形 数 美 系 
的 沟通 ;二 是 微 各 分 的 发 时 ， 使 人 脑 形式 思维 进入 无 限 小 分 析 领 
域 : 三 是 群 论 的 发 明 ， 使 代数 研究 进入 新 时 代 ， 即 从 局 部 性 研究 
转向 系统 结构 的 整体 性 分 析 研 究 阶段 ， 

合 罗 瓦 是 群 论 思 想 方 法 的 重要 创始 人 之 一 ， 且 是 首先 利用 群 
论 方法 完成 代数 方程 可 解 性 理论 的 数学 家 。 现 在 就 专 来 谈 谈 伽 罗 
页 的 基本 思想 方法 。 

对 共有 根 式 可 解 性 的 代数 方程 的 特征 问题 ， 原 来 阿 丰 尔 已 在 
进行 深入 研究 。 不 幸 的 是 1829 年 死神 夺 去 了 他 的 生命 ， 因 而 便 划 
烤 完成 的 光辉 事业 功 志 一 自 。 徊 罗 天 的 遵 遇 比 阿 贝尔 更 为 不 幸 。 
在 短促 的 一 生 中 既 林 能 考 进 他 所 向 往 的 大 学 ， 也 没有 机 会 在 仿生 
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前 发 表 他 的 重大 创造 性 成 采 。 他 的 址 稿 是 在 他 临 死 前 一 夜 匆忙 号 
成 后 委托 他 的 朋友 薛 人 和 伐 里 时 《Chevaliery 保存 下 来 的 ， 他 因 参 
如 无 意义 的 雇 斗 死 于 1832 年 5 月 31 日 ， 直 到 1846 年 ， 法 国 数 学 家 
刘 维 耳 才 把 项 罗 瓦 的 科研 成 果 整 理 后 首次 发 表 于 刘 维 耳 主 编 的 数 
学 染 志 (Journal de Mathe’ matidqures) 上 上 。 见 该 刊 第 11 卷 381- 
444 页 。 自 叱 以 后 ， 仰 罗 瓦 的 重大 贡献 才 偿 浙 为 入 们 所 习 知 。 

从 上 一 节 的 讨论 已 经 看 到 ， 代 数 方 程 的 根 式 解法 公式 是 具有 
* 民 次 式 结构 ”的 。 例 如 二 次 方程 求 根 公式 中 包含 一 层 平方 根 ， 
三 次 方程 求 根 公 式 中 出 现 泗 层 根 号 ， 里 边 一 度 蚌 平方 根 式 ， 外 边 
一 层 是 立方 概 式 ， 一 般 说 来 ， 一 个 晤 次 代数 方程 如 果 存 在 根 式 解 
会 式 ， 则 公式 中 必 将 包含 由 开 方 根 运算 构成 的 一 些 层次 。 

为 了 彻底 解决 方程 根 式 解 难题 ， 徊 罗 据 的 直 本 思想 方法 北 点 
可 归结 为 如 下 三 点 ; 

《1》 把 层次 式 结构 的 形式 同 域 的 不 断 扩张 概念 联系 起 来 ， 

(2) 把 每 一 层次 的 对 应 域 的 形成 要 崇 归 结 为 哮 解 式 和 预 解 

方程 的 寻求 ， 
《3》 把 预 解 式 的 寻求 归结 为 置换 类 的 各 阶 子 群 的 结构 分 
析 。 

特别 重要 的 是 上 述 第 《3) 点 。 

我 们 知道 ， 对 一 般 代数 方程 来 说 、 关 于 拉 氏 预 解 式 的 槐 成 并 
不 存在 明确 的 方法 或 法 则 ， 而 对 于 较 特殊 的 方程 要 构造 预 解 式 也 
需要 很 大 的 技巧 【我 们 从 三 次 方程 根 式 解 分 析 中 已 经 看 到 了 这 一 
点 ) 。 因 此 ， 短 罗 瓦 的 主要 县 想 就 是 要 设法 绕 过 拉 氏 预 解 式 。 

个 罗 拟 的 重要 功绩 就 相 于 他 对 贺 换 宪 引进 了 一 些 重 要 概念 
《 刘 “正规 子 群 ?” 、“ 单 群 ?” 、“ 复 群 ” 以及 群 与 群 之 问 的 “ 同 
构 ” 等 概念 ) ， 并 生还 证 明了 了 一些 基 本 定理 。 这样 他 终于 成 切 地 
克 舱 了 拉 拓 闭 解 式 带 来 的 困难 ， 须 利 地 建立 了 方程 的 可 解 尾 理 
论 . 

我 们 筑 道 ， 置 换 可 以 祖 继 进行 。 例 如 
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123 123 (1 2 3). 2183 123 
213 312 213 132 132), 
不 妨 抬 “点 乘 ” 看 作 是 置 摘 间 的 区 法 。 一 般 来 说 ， 这 种 乘法 未 必 
满足 交换 律 ， 例 刀 


3 12): 1 3-G 2 人-(1 3 3 
3 全 
-但 不 难 验 明 三 个 值 搞 相 汇 时， 便 满 足 结 合 律 ( 即 (06, ， 9s) 。6， 数 


= 0, 《92*D3) 7) ,而且 不 动 置 措 可 当 作 牙 法 单位 元 ， 从 而 还 有 和 
法 递 元 存在 。 例 如 就 总 。 中 的 闪 个 置换 而 育 ， 

128 123%_ {123 123%-!_ {123 

123) (123)= 123), (123) -=(123), 

123 ,71123 _f{123 123-:_ (123 

132 132 \123J? \132) 132); 


G19) 13)= (023), 人) -1 
G37) G12)- GD -G1 ,| 
等 等 。 声 看 出 冬 法 左 道 和 右 道 是 间 一 的 。 比 如 


233) 237)= 0). G2) =(123). 

所 以 对 “点 秉 * ”而 言 6 ,构成 一 个 群 ， 这 种 群 叫 作 肉 换 群 。 

一 般 说 来 ，z 个 根 作成 的 全 排列 给 一 轨 换 群 后 。 ,这 种 群 还 可 
名 着 了 字 群 .例如 3 2 中 说 到 的 后 ,就 是 后 ,的 一 个 子 群 。 又 只 和 包 

一 个 不 动 置换 的 单元 集 6 ,也 是 与 ,与 6 ;的 子 群 ， 这 是 任何 置 
痪 向 者 有 的 最 小 子 各 。 

如 所 周知 ， 所 谓 群 的 阶 就 是 汰 中 的 元 素 (例如 置换 群 中 的 里 
换 ) 的 个 数 。 天 6。，5。， 人 1， 的 阶 数 分 别 为 6, 3, 1。 拉 格 间 日 
的 一 个 简单 定理 是 说 ， 群 的 阶 一 定 是 子 群 阶 的 倍数 。 这 种 倍数 称 
为 该 子 群 的 手 标 ,例如 在 名。 中 的 子 群 后 ,具有 指标 6/3= 2, 可 记 作 
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四 


(6 ,/6 3 = 2. 同型 [6 /G5 .1 = 3. 

. 设 G 是 一 个 群 ， 太 为 8 的 子 群 ， 则 五 的 指标 可 记 作 CG/ BD,。 
如 困 对 如 中 的 每 一 元 素 g 均 有 g* 且 = 旦 * g， 则 称 二 为 0 的 正夫 于 
群 或 处 变 于 群 ,这 量 g 再 肖 未 8g 与 二 中 请 光 来 #2 的 配 和 g "站 构成 的 
集合 。 同 理 ， 吾 、g 表 示 集 合 {h- gj，。 若 g* 晶 = 及 "gg 用 类 示 
{8 “和 与 { 疙 汉人 在 站》 是 问 - 一 个 集 台 《利用 天 还 可 将 CC 划分 为 
CG/H2 个 * 陪 集 ”) 。 

不 难 验 明 ， 生 :是 各 的 正规 子 群 , 再 各 ,是 任何 器 换 群 的 正规 
子 群 ， 后 面 将 会 看 到 ， 正规 子 群 的 概念 在 伽 罗 瓦 理论 中 起 着 极为 
重要 的 作用 。 

现在 我 们 来 按照 萌 罗 下 的 起 法 让 新书 察 一次、 二 次 。 三 次 方 
程 的 一 般 代 数 解 问题 。 从 这 里 将 可 兰 出 他 的 普通 思想 方 活 是 如 和 何 
以 拉 氏 重要 命题 【二 》 和 阿 页 尔 定理 作为 基础 发 展现 成 的 。 

一 次 方程 ax+ 上 =0 只 有 一 个 根 x，， 加 换 从 有 -一 个 ,xj >x;， 


改 相应 的 名 换 群 为 单元 群 6 ,= 《1 ) }.。 今 将 系数 4，5 加 入 到 


通常 的 有 理 数 域 R 帆 进行 六 限 次 有 理 运算 的 全 部 结果 构 的 域 
[ay 有 ] 上 作 何 区 只 有 理 域 。 用 这 个 有 理 域 中 的 元 于 名 可 解 册 方 
程 .这 样 ， 就 说 该 方程 在 该 下 理 域 上 是 证 和 解 的 ， 于 实 上 ，xi， = Be 
(as 0 ，bja 确 实 册 守 该 有 埋 域 。 
二 次 方程 x* + bx+c= 人 0 有 湖 个 要 x;，xz， 相 应 的 里 找 焙 为 


6:= 让 四 ,全 全 6 1-( 12 】 子 群 全 ,的 指标 为 [6:/G 1 


=2,. 但 是 光 利 用 ，c 与 8 作成 的 有 理 域 C，c} R3 外 的 元 素 还 不 
是 由 把 x :Xa 解 出 米 ， 奈 因 是 

XX N= 
这 里 两 根 鸭 代数 有 理 式 x +x2 二 XX 对 本 :中 宪 换 邦 相 变形 ,所 
六 之 ;在 妃 ; 的 全 休 置 揽 范 | 且 内 是 不 能 把 x, 利 x 区 分 开 米 的 。 为 了 
解 出 各 个 xs (=1,2) ， 就 必须 进行 区 分 。 于 是 考察 只 在 较 小 的 
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吐 换 范围 内 不 变形 的 代数 有 理 式 ,不 妨 把 填 换 范围 取 成 子 群 6 ,。 
对 这 个 子 群 中 的 置换 而 言 ， 不 改变 形式 的 有 理 式 中 的 最 简单 者 英 
过 于 x 一 xX3。 漆 用 爷 罗 瓦 的 说 法 ， 式 x xz 所 相应 的 不 变 子 群 即 


6 1, 而 对 :之 外 的 时 痪 (如 (32)) 则 改变 形式 , 即 由 x, 一 x 改变 


为 xs 一 *;:。 因 此， 根据 拉 格 朗 日 的 重要 命题 二》 可 知 外 二 xi 一 
x; 必 是 某 二 次 方程 之 根 。 事 实 上 , 预 解 式 名 所 油 足 的 方程 次 数 2 是 
指标 [ 合 ;/6 ,2 = 2 决定 的 《因为 局 : 技 后 ,划分 为 * 陪 集 ” 时 售 
好 有 两 个 辽 集 ,对 厅 同 陪 集 中 的 置换 ， 虫 将 取 不 同 的 形式 ， 故 @ 取 
不 同 值 的 个 数 ? 即 由 [后 :7 后 ;J 所 给 出 ) 。 

果然 ， 惠 := (x 一 x2) ?= (xl 二 Xe) 1- dxixs = bi dc., 
由 此 更 =v 更 二 和 4。 因此 ， 为 明确 解 出 x, 与 yx*， 还 必须 将 这 个 代 
数量 加 进 到 原来 的 有 理 域 凶 scyw 玉 二 4FR)。 利用 这 个 扩张 域 中 
的 元 素 果然 足以 把 xi1，x* 表 示 转 来 了 ， 即 得 熟知 的 二 次 方程 求 根 
公式 。 1 

上 述 分 析 表 上 明 ， 为 了 获得 求 根 公式 ， 应 将 公式 中 的 根 式 层次 
结构 的 形成 同 有 吾 域 的 扩张 概念 联系 起 来 。 域 是 通过 加 进 新 的 代 
数量 而 形成 扩张 的 ， 而 新 的 代数 量 〔〈 表 现 为 根 式 的 量 ) 正好 是 求 
根 会 式 结构 方式 中 的 一 个 层次 。 如 用 建造 房 是 作 纪 喻 ， 则 贰 罗 瓦 
域 好 比 是 提供 造 房 器 材 的 仓库 ， 如 果 只 建造 最 简易 的 民用 土 房 ， 
由 仓库 里 只 要 有 和 砖 瓦 木 料 就 和 驶 了 【〈 例 如 ， 解 一 次 方程 时 ， 只 要 有 
理 域 [a，Bb， Ri 就 够 了 ) 。 但 要 建造 一 层 楼 时 ， 原 有 的 简易 仓 岸 
就 不 够 用 了 ， 至 少 需要 加 进 “ 预 制 板 ”或 * 水 泥 板 ”等 器 材 才 行 。 因 
此 合 库 的 内 存 需 要 扩大 。 这 就 好 比 是 C3，c 三 ] 必 须 扩 张 成 伽 罗 
瓦 有 理 撼 [bycyw 呈 二 4c3 如 ] 才 足以 构造 二 次 方程 求 很 公式 一 样 。 

由 上 述 已 知 代 数量 好 -4c 是 通过 预 解 方程 得 到 的 ， 所 以 首 
先 要 找 出 预 解 式 中 =x -xs。 个 风 天 的 突出 贡献 ， 就 是 直接 依靠 
置换 群 的 子 群 结构 分 析 末 了 预 兄 预 解 式 的 形成 方式 及 其 应 满足 的 预 
解 方 程 的 类 型 。 例如， 通用 后 ;前 正规 子 群 6 ,及 [后 : /后 ,]= 2 即 
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可 自然 地 找 出 更 = xi xs 及 其 应 满足 的 二 次 方程 《实则 为 二 项 方 
程 ) 。 

一 次 、 二 次 方程 毕竟 太 简单 了 ,似乎 不 值得 “ 杀 鸡 用 牛刀 ”。 
下 面 再 来 分 析 三 次 方程 求 根 公式 是 如 何 产生 的 。 

令 X,，X*:， Xs 为 三 次 方程 * 十 蛇 十 p= 0 的 三 个 根 。 则 等 价 于 
读 三 次 方程 的 书 达 关系 式 中 的 诺 对 称 函数 具有 不 变 置换 群 6。. 已 
知 瑟 ,是 瑟 ,的 正规 子 群 ,而 全 ,是 三 :的 正规 子 群 .相应 的 指标 依次 
EL 

[8/511=2, [G1/61) 3. 

按 伽 罗 瓦 的 方法 ， 不 必 象 拉 格 朗 日 那样 去 硬 炭 -一 个 有 理 函 数 中 使 
其 在 全 ,的 一 切 置换 下 恰好 取 两 个 不 同 什 , 而 是 直接 去 寻找 一 个 在 
6 ,置换 下 不 变形 的 有 理 式 《 这 样 作 , 工作 量 少 得 多 了 》。 由 观察 
或 试验 (或 经 过 系统 性 的 试 算 ) 可 知 


Dux,, Xs #9) = + xs+ 0 :xza] ， 


正好 具有 最 大 的 不 变 置 痪 群 6， (注意 系数 十 的 附 上 是 无 关 紧 要 
的 ， 只 是 为 了 写 预 解 方程 时 形式 可 以 简明 一 些 ) ， 再 者 ， 易 见 


号 ， {x #2 卫生 | 三 可 (xi + xs 十 色 zx ) 
只 有 不 变 轩 的 洛 6 ,={(1 2 3 


既然 台 ,与 全 ,的 指标 分 别 为 ?与 3, 故 可 知 宙 与 中, 应 分 别 满 足 
一 个 二 次 方程 与 三 次 方程 但 后 者 应 通过 中 及 方程 系数 的 有 理 形式 
表示 出 来 。 事 实 上 ， 关 于 中 与 吓 , 欧 预 解 方程 分 别 为 
1 


PtP 0 Pi~ P=0, 
通过 求 罗 ， 知 有 理 域 [p，g) 到 应 扩张 为 ， 
[ay( 去 ) +(4)， R|， 


再 通过 求 @1， 可 知 上 述 佑 罗 瓦 有 理 域 还 颁 进 一 步 扩张 为 
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i 一 

[ee :DDD (91. 
这 样 一 来 ， 在 这 个 域内 果然 可 将 原 方程 的 三 个 根 都 明确 地 表示 出 
来 了 《参阅 2 和 关内 容 )。 

这 里 补充 解释 一 下 ， 为 什么 不 变 季 群 的 指标 恰好 等 于 预 解 方 
得 的 次 数 呢 ? 事实 上 ， 这 是 央 为 置 痪 群 可 掖 了 群 划分 成 陪 集 的 并 
集 ， 陪 集 的 个 数 等 于 该 子 群 的 指标 。 如 果 该 子 群 正好 是 某 有 理 函 
数 中 的 不 变 寺 换 群 ， 则 更 在 各 个 陪 集 的 置换 下 将 取 不 同形 式 值 ， 
不 同上 找 式 值 的 个 数 与 陪 集 个 数 相同 ， 因 而 与 该 子 群 的 指标 相同 ， 
吉 根据 拉 氏 重要 命题 (二 ) ， 可 知 指标 应 等 于 多 所 满 足 的 方程 
的 次 数 。 


8$ 4 方程式 可 解 性 理论 简介 


从 上 一 节 关 于 三 次 方程 的 讨论 中 我 们 已 看 到 ， 置 换 群 与 佑 罗 
杞 有 理 域 是 相 王 对 应 的 ， 例 如 , 群 6 ,对 应 于 fp， 有 榴 ， 子 群 G6 ， 
对 应 于 有 理 域 


| +(4) :2] 
等 。 特 别 , Cp，gqs Ri 称 为 方程 系数 的 有 理 域 , 其 对 应 的 置换 群 瑟 。 
即 称 为 方程 的 熏 罗 气 群 . 
今 将 件 罗 瓦 所 设计 的 一 般 方法 步骤 概述 如 下 ， (1)》 对 于 给 
定 的 一 个 一 般 的 或 特殊 的 售 有 未 知 根 x;，…,x; 的 代数 方程 ,首先 
找 出 同 该 方程 系数 有 理 城 f 相 应 的 分 罗 天 群 6。 (2) 设法 找 一 个 
G 的 最 大 于 群 瑟 ， 如 果 阶 数 相 同 的 最 大 于 群 不 只 是 -- 个 ， 划 可 代 
取 其 一 。 《3) 按 到 最 赤子 群 互 之 后 ， 则 可 通过 -- 系 列 有 理 代数 
运算 的 手续 ,设法 找到 一 个 邱 数 更 = 四 (xz:，…，x,)， 其 系数 二 
于 FP， 时 对 图 换 群 日 中 的 一 荐 置 撞 便 保 持 形 式 不 变 ， 丽 对 如 中 不 
在 十 内 的 其 它 加 换 则 政变 其 撒 式 值 ， 换 言 之 ， 归 使 8 协 好 成 为 中 
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的 最 大 的 不 变 置 换 铬 。 毕 实 上 ， 很 可 能 存在 无 穷 多 个 如 开 所 说 的 
轴 数 ， 但 具 须 选 定 站 中 名 由 可 。 (4 如 可 能 ， 应 设法 在 域 f 内 构 
造 出 一 个 过 中 作为 其 一 报 的 代数 方程 式 , 其 次 数 应 等 于 指标 
CerfB2， 作 出 的 方程 骂 称 为 预 解 方程 。 (5》 密 从 寺 解 方程 中 解 
出 三， 从 而 将 获得 -种 新 的 代数 晤 《用 根 式 表 示 和 前 量 ) ， 然 后 再 
将 这 个 表现 更 的 量 如 入 到 域 下 巾 南 ,得 到 扩张 了 的 丰 理 域 -2F， 
这 应 上 这 个 扩张 成 天 的 各 及 瓦 群 泪 是 吾 。 

` 接 下 去 再 从 并 出 发 ,重复 圭 述 过 程 .最 后 便 订 得 到 一 个 最 大 
扩张 的 有 理 开 , 它 所 对 应 的 斯 田 巨 群 正好 是 由 不 动 竹 换 作 成 的 单 
元 群 = 人 《(12 ) }。 于 是 原 方程 的 x 个 根 使 可 由 最 终 科 到 的 


最 大 扩张 域 中 的 泡 漂 表示 出 来 ,这 样 便 找到 了 代数 方程 的 根 式 解 ， 

但 是 上 时 注 意 ， 并 非 对 任何 高 次 方程 上 述 过 程 总 是 能 行 得 通 
的 。 事 实 上 上， 上 玉 过 程 中 的 步骤 《4) 不 一 定 总 能 实现 ， 因 为 预 
解 方 程 末 必 总 能 线 到 。 因 此 ， 还 必 有 对 方程 的 根 式 订 解 性 建立 一 
个 判别 淮 则 (这 种 准则 正 是 阿 页 尔 生 前 曾 鲫 力 寻 求 过 的 一 -个 未 
知 目标 》。 

伽 罗 瓦 在 精细 地 研究 了 拉 格 半日 、 高 斯 、 阿 贝尔 、 柯 西 等 人 
洲 作 的 基础 上 ， 终 于 发 现 了 一 个 皆 要 准则 ， 这 就 是 如 下 所 说 的 合 
罗 让 其 本 定 悍 ， 

给 定 - 个 代数 方程 。 候 设 G 是 该 方程 的 伽 风 友 群 〈( 即 关 于 广 


程 诸 根 的 全 个 兰 接 拜 》， 它 的 一 系列 最 大 正规 于 群 为 可 (= 1， 
rs 3 : 


局 二 为 单元 焙 } ， 
则 剖 廊 程 本 用 恨 式 求解 的 必要 与 充分 条 忻 有 是， 下列 庄 指 标 
CoO/H ys EH/H,), “和 CH fH ,2 
都 记 素 数 。 
齐 实 王 ， 傣 多 瓦 曾 示 明 当 县 仅 当 吾 , 为 正规 子 群 谭 [CE 为 
素数 ， 则 相应 的 预 解 方程 才 可 写成 或 约 化 成 形 如 x” = 4 的 二 


#3 


项 方程 〈4 属 于 @G 相 应 的 有 理 域 》 ， 从 而 根据 高 斯 定理 ，* 可 用 根 
式 解 出 。 因 为 原 方程 可 否 用 根 式 求解 的 问题 ， 恒 可 归结 为 是 否 存 
在 一 系列 形 如 x? = 4 的 二 项 方程 《 即 预 解 方程 》 的 问题 ， 所 以 其 
罗 巨 基本 定理 的 台 理 性 是 容易 理解 的 ， 

由 圭 可 知 ， 全 罗 瓦 所 以 能 给 出 上 述 基 本 定理 的 重要 关键 ， 
是 由 于 他 发 现 了 正规 子 群 这 一 重要 概念 ， 否 则 代数 方程 根 式 解 的 
充 要 条 件 或 判别 准则 就 无 法 表述 出 来 ， 

有 了 很 式 可 解 性 判别 准则 之 后 ， 再 回 过 头 来 检验 鲁 飞 尼 - 阿 
贝尔 关于 高 于 四 次 的 一 般 方程 不 存在 根 式 解 的 结论 就 非 党 简单 
了 ， 

考 氏 一 般 # 次 代数 方程 。 假 设 zz5。 则 相应 的 其 罗 百 群 即 置 
换 群 各 。 (又 称 * 次 完全 对 种 群 )， 其 阶 为 中 。 这 个 群 的 最 大 正规 
子 群 正好 是 轮回 子 群 6，,/, 其 阶 为 n1/2. 而 这 个 轮回 群 的 最 大 正 
规 子 群 为 单元 群 后 ,。 因 此 最 大 正规 子 群 的 组 成 列 为 

[= 
相应 的 指标 数列 为 2，n1/2， 

注意 在 n> 4 时 ,172 恒 为 一 合 数 而 不 是 素数 ， 故 根据 徊 罗 瓦 
基本 定理 立即 推 知 高 于 四 次 的 一 般 代 数 方 程 不 可 能 有 根 式 解 . 

另 一 方面 ， 对 于 一 般 的 二 次 方程 及 三 次 方程 而 言 ， 它 们 分 别 


具有 组 成 列 ， 
65.=6:={ 1 12)}; 


6.26.06,={(! 2 3)}. 
相应 的 指标 数列 分 别 为 ?和 2，3。 这 些 都 是 素数 ， 所 以 它们 都 具 
有 根 式 解 。 
对 于 一 般 四 次 方程 ， 可 以 验证 它 上 只 有 组 成 列 ， 
5:,>6,:=6:>6:=6:={( 2 3 4)}. 
相应 的 指标 数 2，3，2，2 也 都 是 素数 。 故 接 可 解 性 判别 准则 立 知 
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四 次 方程 也 有 根 式 解 。 事 实 上 ， 早 在 16 世 纪 40 年 代 意 大 利 的 费 拉 
里 (Ferrari》 就 已 经 发 现 四 次 方程 的 根 式 解 了 ， 

一 般 说 来 ， 如 果 一 个 代数 方程 具有 根 式 解 ， 则 由 相应 的 指标 
数列 还 可 了 预 断 根 式 解 过 程 中 需要 求解 相应 次 数 的 二 项 方程 。 例 
如 ， 就 四 次 方程 而 言 ， 指 标 数列 2，3，2，2 即 表明 根 式 解 过 程 中 
需要 求解 四 个 二 项 方程 ， 其 中 一 个 是 三 次 的 二 项 方程 ， 三 个 是 二 
次 的 二 项 方程 ， 

关于 方程 可 解 性 理论 〈 又 名 伽 罗 瓦 理论 ) 的 简 略 介绍 即 到 此 
为 止 ， 最后， 对 仰 男 瓦 思想 方法 发 展 过 程 中 的 重要 关键 之 处 似乎 
还 值得 重新 分 析 一 下 ,从 2~$ 4 三 节 的 内 容 看 来 ， 不 难 发 现 ， 
伽 罗 瓦 的 研究 思路 是 在 拉 格 朗 上 月、 阿 贝 尔 、 高 斯 等 先驱 者 工作 成 
果 的 启发 下 形成 的 。 置 换 的 报 念 、 数 域 的 概念 、 根 式 求解 必然 归 
结 到 二 项 方程 等 想法 ， 早 在 他 的 先驱 者 那里 就 已 经 形成 了 ， 假 如 
阿 贝尔 不 是 不 幸而 天 折 ， 则 阿 贝 尔 也 很 可 能 会 通过 则 和 禅 的 道路 去 
建立 可 解 性 理论 。 “英雄 所 见 略 周 ”， 人 实际 上 他 们 的 思想 方法 已 
经 非常 相似 。 

徊 罗 记 从 接 格 朗 日 那里 继承 了 问题 转化 的 已 想 ， 即 把 预 解 式 . 
的 构成 同 署 换 群 联系 起 来 的 思想 ， 并 且 发 展 了 这 一 思想 。 最 后 ， 
休 罗 瓦 非 常 彻 底 地 把 全 部 问题 都 转化 为 或 者 归结 为 置换 群 及 其 子 
群 结构 分 析 的 问题 ， 这 就 形成 了 一 个 “突破 ”， 

高 斯 早 就 预见 到 代数 方程 的 很 式 解 问题 终归 为 二 项 方程 的 求 
和 解 问题 ， 并 且 对 此 提供 了 重要 成 果 。 伽 罗 丽 仔细 分 析 了 具有 根 式 
解 的 二 项 方程 作为 “ 预 解 方程 ”时 所 相应 的 置换 子 群 的 特征 。 结 
果 发 现 对 应 的 置换 子 群 必须 是 正规 子 群 且 指标 应 是 未 数 才 行 《 事 
实 上 只 有 这 样 的 正规 子 群 所 对 应 的 预 解 方程 才 可 能 是 素数 次 的 二 
项 方程 ， 从 而 能 用 根 式 求 出 预 解 式 ) ， 引 出 正规 子 群 的 概念 并 弄 
明白 这 种 群 的 性 质 和 作用 ， 这 是 期 罗 瓦 工作 中 的 第 二 个 重大 突 
破 。 

正 是 有 了 上 述 一 些 “ 突 破 ”, 才 使 得 向 罗 瓦 终于 作成 了 代数 方 
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程 的 一 般 形式 的 “可 解 性 理论 ”， 继 承 和 发展 是 科学 研究 发 展 的 
普遍 规律 ， 伽 罗 瓦 的 杰出 贡献 ， 显 然 岂 是 符合 这 个 侣 退 规律 的 产 
物 ， 通常， 当 说 到 年 轻 的 向 罗 瓦 发 朋 群 人 论 的 故事 时 ， 习 异地 把 他 
赞誉 为 头等 天 才 ， 而 并 不 强调 他 从 杰出 的 先 哎 者 那 是 努力 继承 了 了 
最 宝贵 的 遗产 这 给 入 们 的 印 综 自然 是 水 够 侈 而 的 ， 
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第 7 讲 ”关于 非 标 准 数 域 与 非 康 托 
型 自然 数 模型 的 构造 方法 
§1 格 论 “无限 ”概念 蓝 含 的 矛盾 


无 限 概念 是 包含 着 六 盾 的 。 这 是 身 古 以 来 罩 学 界 与 数学 界 众 
所 周知 的 束 实 ，。 

翻 开 数学 史 就 可 知道 ， 象 无 限 小 与 无 穷 类 《包括 超 穷 集 与 直 
穷 其 数 等 概念 ) 引入 数学 分 析 领 域 ， 都 是 颇 费 周折 的 。 下 原名 是 
再 于 无 限 概 念 中 蕴含 车 矛盾 的 原故 。 人 们 对 待 予 拷 的 各 个 例 而 可 
以 采取 不 同 的 观点 ， 在 数学 领域 中 好 理 这 些 芒 盾 还 有 各 种 不 阅 的 
方法 和 主张 ， 这 样 最 线 便 导致 近代 直 氏 主义 者 与 形式 主义 者 雇 及 
还 辑 主 义 者 之 间 的 分 页 与 对 立 。 事 实 上 ， 从 哲学 上 说 来 ， 尖 于 无 
限 概念 六 两 种 分 歧 观 点 早 在 世 诺 《Zenoy 、 亚 里 斯 多 德 (Aris- 
totle》 时 代 就 已 经 萌芽 了 。 | 

人 们 早 就 发 现 ， 对 待 无 限 或 无 限 过 程 可 以 有 两 种 截然 不 同 
的、 在 概念 上 互相 排斥 的 理解 方式 ， 一 是 把 “无 限 ” 看 成 为 永远 
在 迁 停 关 的 ( 即 不 汤 在 创造 着 的 尖 远 完成 不 了 的 ) 变 程 或 进程 。 例 
如 不 断 征 伸 的 至 然 数列 1,2,3,57,1+1,… 就 具有 这 样 的 竹 质 。 
二 是 把 克 眼 对 象 戎 成 为 可 以 自我 完成 的 过 程 或 无 穷 整 体 。 例 如 把 
自然 数 全 体 理 解 为 一 个 真 碟 限 集合 夺 ，2,3，…，m pp 。 亚 然 ， 这 
两 种 理解 方式 是 第 此 排斥 的 ， 毁 为 前 者 把 无 跟 理 解 沪 永远 不 能 完 
戌 的 进程 ， 侧 后 者 则 把 无 腿 理 解 为 可 以 完成 的 过 程 。 可 郧 ， 无 限 
能 否 完 成 或 形成 整体 ， 这 是 问题 的 关键 所 在 ， 

让 数 主 哲学 上 ， 把 进程 式 的 无 限 称 为 潜 无 限 或 消极 无 限 (又 
各 息 无 了 汇 或 小 无 限 ) ， 把 过 程式 的 泡 限 或 完成 了 的 无 限 称 之 为 元 
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无 时 或 实 无 展 《 又 名 绾 对 无 限 ) ， 

内 十 以 来 哲学 家 与 数学 家 中 就 分 成 两 大 派别 ， 即 消极 无 限 派 
与 实 无 限 派 。 举 例 言 之 ， 象 亚 里 斯 多 德 、 高 斯 、 克 朗 内 克 、 布 劳 
威 耳 (Brouwer) 、 庞 卡 半 、 外 耳 《Weyl) 等 以 及 现代 查 觉 主 
义 考 属于 消极 无 限 派 。 某 布 尼 芯 、 黑 格 尔 (Hegel》、 康 托 、 罗 
束 、 蒂 尔 伯 特 以 及 现代 柏拉图 主义 者 者 属于 实 无 限 派 ， 也 有 有 一些 
人 做 法 上 采用 实 无 眼 派 的 方法 而 在 思想 上 并 不 承认 任何 实 无 限 存 
在 以 观 点 的 ， 例 如 现代 非 标准 分 析 创 始 入 鲁 宾 生 (A.,Robinson)》 
就 是 一 个 罕 出 的 例子 。 接 鲁 宾 生 的 奇 二 说法， 无 论 在 现实 经 验 里 
或 理性 思维 里 都 不 存在 实 无 限 ， 但 数学 家 为 了 进行 数学 工作 还 内 
好 把 并 非 存在 的 东西 当 作 似乎 是 存在 着 的 那样 。 当 然 鲁 宾 生 的 
“二 元 论 ” 是 不 足 取 的 。 

但 是 鲁 宾 生 的 非 标 准 分 析 却 是 值得 肯定 的 。 和 鲁 宾 生 等 人 剩 用 
超 攻 概念 成 功 地 构造 出 有 序 的 非 标准 实数 域 ， 使 分 析 学 领域 中 挟 
巨 庆 勋 的 实 无 穷 小 概念 重新 纳入 合法 地 位 使 得 新 型 的 分 析 学 容 
许 无 穷 小 直接 参加 运算 而 变 成 更 为 灵活 的 数学 工具 。 这 在 革 种 意 
尽 下 彻底 实现 了 当初 药 布 尼 藤 发 明 微 积分 时 的 原始 理想 ， 因 此 理 
应 看 作 是 一 项 重要 贡献 ， 

天 家 知道 ， 标 准 实数 系 满 足 阿 基 米 得 公理 ， 所 以 标准 实数 城 
中 并 不 存在 任何 无 穷 小 。 要 想 在 实数 域 中 添 进 各 种 无 穷 小 〈 所 谓 
非 标 准 数 ) ， 就 必须 把 一 些 等 春 的 无 根 过 程 类 定义 成 无 穷 小 。 但 
这 种 无 限 过 程 亚 然 不 能 在 原来 的 标准 实数 轴 上 来 界定 《因为 实数 
轴 上 的 极限 过 程 对 应 的 极限 值 仍然 是 标准 数 ) ,所 以 只 有 借助 于 二 
维 空间 的 无 限 过 程 类 才能 给 出 本 质 上 的 新 对 象 即 非 标准 实数 。 叉 
因为 这 些 非 标准 实数 -一 无 限 小 都 是 由 完成 了 的 苯 价 过 程 类 来 定 
兴 的 ， 所 以 它们 理所当然 地 可 以 称 之 为 实 无 限 小 概念 。 王 一 节 讨 
论 非 标 准 数 域 *R 的 构造 时 ， 即 证 理 解 这 里 所 说 到 的 一 切 。 

数学 发 展 见 指出 ， 徽 积 分 发 明 后 曾经 历 过 神秘 主义 的 发展 阶 
段 。 所 谓 神 秘 主 义 无 非 是 指 微 积 分 学 中 利用 与 实数 相 矛 盾 的 无 穷 
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小 量 进 行 计算 莹 能 求 得 正确 的 结果 ， 侧 且 象 微 商 ， 积 分 这 祥 一 - 些 
最 基本 的 概念 也 得 借助 于 实数 系 中 并 不 存在 的 无 穷 小 县 来 表述 ， 
由 此 看 来 ， 非 标准 数 城 的 建立 ， 正 好 表现 为 标准 实数 与 非 宗 准 元 
下 (无穷小 量 及 无 穷 大 量 》 的 对 立 统一 。 换 言 之，* 态 是 一 个 
外 全 闪 非 标准 数 标准 数 韦 作 为 和 组 成 部 分 的 了 盾 统 一 体 ， 它 
是 解 块 无 穷 小 存在 性 了 矛盾 的 一 种 高 -一 层次 的 数学 结 

为 了 阅 肯 无 天 概念 的 了 后 本 质 ， 只 须 分 析 自 然 间 序列 信 
即 可 ， 加 所 共 知 ， 正 是 由 于 对 自然 数 无 限 性 的 理解 方式 不 同 ， 才 
形成 了 近代 各 个 数学 流派 观点 与 主张 的 分 歧 ， 所 以 关于 自然 数 无 
限 性 的 剖析 有 着 特别 重要 的 意义 。 

前 面 说 到 潜 无 限 与 实 无 限 两 种 相互 对 立 的 概念 时 普 指 出 ， 
“ 承 计 不 承认 无 限 能 否 完成 或 形成 整体 ， 这 是 问题 的 关键 所 在 ,” 
其 实在 认识 论 上 最 根本 的 关键 问题 还 在 于 承认 不 承认 人 脑 的 思维 
能 够 模 写 运动 和 反映 “小 畴 ”? 

现代 的 反映 论 者 是 承认 入 脑 的 思维 运动 能 够 反映 客观 存在 的 
飞跃 过 程 的 ， 根 据 这 样 的 观点 ， 也 就 自然 能 够 接受 自然 数 序 列 作 
成 无 窍 集 合 的 概念 了 ,事实 上 ， 为 了 从 直观 上 掌握 自然 数 序 列 芍 
整体 性 概念 ， 可 以 设 稻 在 坐标 办 上 一 个 动 点 内 坐标 1 处 向 原点 0 移 
动 ， 而 当 动 点 达到 0 有 时， 也 就 通过 了 无 穷 点 集 ( 数 集 } 


1 1 \ 
和 宇 ， 唐 ，…, 让 
中 的 一 切 点 ， 又 因为 二 与 自然 数 # 作成 一 一 对 应 ， 所 以 一 切 自 
然 数 这 个 概念 也 就 被 确定 下 来 《详细 论述 ， 请 再 参见 第 9 讲 有 关 
段落 ). 
在 上 述 思 维 形式 中 ， 实 际 上 思维 在 模 写 运动 ， 在 动 点 消 到 1 
的 过 程 中 ， 该 动 点 乏 次 走 过 和 坐标 点 -n= 1,2,3， 一) ， 心 像 也 


就 跟踪 前 进 。 既 然 运 动 的 实质 是 联结 与 过 渡 ， 所 以 该 动 点 必然 会 
达到 0 点 ， 而 在 这 一 时 肇 也 就 在 人 们 思想 里 立即 呈现 了 (完成 了 ) 
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一 切 一 的 概念 。 这 是 思维 运动 里 的 一 个 飞 贱 ， 它 正好 对 应 地 反 


鼎 了 运动 中 汐 一 个 玖 段 性 飞跃 ， 即 动 点 举 标 从 韭 零 数位 变 为 等 的 
那个 飞跃 。 

康 托 引进 慑 小 的 超 宽 序数 时 时 已 十 分 明确 ， 自 然 数 序 列 的 
形成 过 程 包 含 着 两 个 阶段 ，- -是 延性 《和 进展 》， 二 是 穷 刘 。 只 有 
经 过 延 促 到 穷竭 才 彻 底 扬 弃 了 有 限 性 ， 完 成 了 真 无 限 过 程 。 仔 细 
说 深 ， 上 述 过 程 的 真 无 限 锤 是 由 “飞跃 2 形成 的 。 固 此， 自然 数 
序列 的 过 程 结 档 理 应 开 示 成 下 列 形 式 ， 

{123，《 0 Hy 
在 这 个 表示 法 巾 ，? 伐 表 任 音 的 白 然 数 ，. ) 表示 壮 自 然 数 的 
不 断 有 限 息 俐 ， 邯 量变 阶段 ， 而 《1 1 了 有 限 必 
复发 生 现 氰 的 飞跃 阶段 ， 印 质变 阶段 。 

用 上 上 已 知 ， 自 然 数 的 丰 无 限 过 程 是 几 飞 跃 航 《来 完成 
的 ， 盾 忆 Ci 中 已经 艾 含 了 半天 良性， 条 是 于 中 的 成 员 《自然 
数 》 按照 腿 托 的 观点 看 来 又 都 址 有 限 的 序 叶 数 ， 有 地 序号 北 增 
长 到 无 限 不 座 定 了 序数 自 地 的 在 距 性 ， 可 下“《 有 之 有 无限 
多 的 有 限 序号 数 这 一 手 念 林寺 就 陷 含 着 玫 唐 ， 控 开导 拘 斯 《 反 杜 
林 论 多 出 的 话 来 说 ， 沁 限 性 是 于 大 ， 得 由 是 高 含 部 捕 。 大 了 性 内 
能 由 有 限 的 供 玉 析 成 ， 这 已 经 是 - -种 也 后 ， 可 是 事实 上 就 是 刘 
此 ， 

事实 上 ， 所 有 的 有 了 上限 序数 这 一 级 为 平常 的 概念 她 可 引出 路 藏 
在 共 中 的 某 种 傍 论 ，“ 所 有 ”这 个 思想 规定 家 胡 ， 任 给 人 >0， 
总 有 序数 42> 站 所 以 序数 数列 必然 撒 长 到 大限 ， 团 不 可 能 加 于 在 
何 有 限 的 多 限 内 ， 这 缆 桨 定 了 诺 数 提供 近 有 限 性 的 坝 定 。 另 一 方 
面 ， 有 起 这 个 思想 规定 表 朋 ; 序数 由 小 增 太 ， 不 介 许 增 大 至 大 
限 ; 岂 即 规 起 序数 数 烈 不 能 增长 至 翅 限 ， 固 脱 不 可 能 生成 所 有 ， 
蓄 又 科 盾 于 % 历 有 ?这 规定 。 正 因为 表格 斯 时 就 泣 察 到 六 种 泽 邱 ， 
破 上 述 往 论 不 蒋 思 作 现 格 斯 的 斋 限 壤 沦 。 
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臣 样 去 解决 甘于 自然 数 无 限 性 的 上 述 子 盾 呢 ? 背 来 叭 一 的 介 
径 就 古 应 该 去 正确 解 丢 飞跃 段 一 - 《的 内 部 结 攀 。 从 看 学 
上 四， 这 知 要 涯 济 楚 潜 夸 有限 性 如 何 转 化 过渡》 成 实 无 限 性 的 问 
是 。 但 如 果 只 停 困 在 抽象 争 念 分 析 里 ， 这 公然 是 得 不 到 利 底 解读 
的 。 在 这 一 讲 星 ， 我 们 将 利用 非 标准 数 域 的 构 乏 方式 ， 引 出 -种 
非 康 托 型 自然 数 模型 ， 它 将 对 飞跃 段 《…》 1 的 内 部 结构 给 出 一 种 
其 体 刻 画 ， 从 而 能 清楚 地 表明 漆 无 限 向 实 无 当 过 渡 的 飞跃 形式 ， 
这 从 某 种 观点 者， 我 们 给 出 的 模型 也 可 认为 是 对 妃 格 斯 信 论 的 一 
种 其 全 解释 . | 
我 们 要 协 造 的 非 康 托 钠 然 数 序列 模型 N 将 包含 无 穷 多 个 比 康 
托 序 沼 @ 为 小 的 无 限 大 各 然 数 ， 这 批 非 标准 自 装 数 都 是 由 延伸 ， 
穷 几 和 在 庞 限 天 元 素 ， 活 们 正好 组 成 了 整 个 飞 里 段 
。 利 用 非 标 准 分 析 方 法 还 可 以 证 明寺 述 洪 在 充 限 大 元 素 的 
个 数 室 少 和 标准 安 数 一 舱 多 、 具体 细节 将 在 后 面 的 $3 中 给 出 。 


832 ， 非 标准 数 域 的 构造 方法 


1960 年 著 国 数理 四 笑 学 家 镶 宾 生 葵 迹 南 现代 数理 次 辑 方 法 和 
新 成 省。 成 妨 地 示 时 了 无 限 小 的 存在 性 ， 从 而 把 实数 城中 扩展 成 
包含 着 数 不 通 的 无 了 标准 数 城 上 中- *R 中 的 元 素 
和 开征 的 标准 实数 一 样 ， 可 以 进行 四 凡 运 算 并 遵守 三 分 律 。 由 此 
在 * 丸 上 么 新 灌 开 分 析 学 的 讨论 ， 就 物 成 了 非 标准 分析 的 内 容 
(细节 请 傅 涝 六 宾 生 于 1966 年 出 版 的 著名 著作 《Non-standard 
Analysis” (已 有 中 文 详 本 》) ， 

就 实质 而 言 , 非 标 准 分 析 与 标准 分 析 是 等 价 的 . 即 前 者 所 能 证 

的 冀 吕 也 能 为 后 者 所 证 明 ， 反 之 亦 然 。 虽 然 如 此 。 在 分 析 计 算 
方式 上 将 壮 往往 比 后 者 直 捷 了 当 些 。 这 是 因为 在 标准 分 析 中 采用 
的 极 很 沦 方法 实际 是 分 两 步 走 的 方法 ， 即 先是 未 步 近似 ， 然 后 再 
取 极 限 的 方法 非 标 准 分 析 法 由 于 使 无 限 小 与 无 限 太 等 从 标准 实 
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数 直 接 参与 运算 ， 故 本 质 上 是 一 步 走 的 方法 。 如 果 精 通 这 种 方 
法 ， 则 对 发 现 新 命题 将 会 提供 方便 。 

但 是 鲁 宾 生 原来 所 使 用 的 数理 膛 辑 工具 十 分 繁重 ， 这 对 于 一 
般 分 析 学 家 看 来 不 易 引 起 兴趣 。 美国 的 未 ， 奥 士 达 (Van Osdol) 
于 1972 年 发 表 的 一 篇 文章 ( 载 Amer.Math .Monthly,79 卷 355- 
363) 中 ， 曾 参 脱 日 本 学 者 高 桥 (Takahashi)》 在 1970 年 政 尖 所 
描述 的 思想 方法 ， 具 体 地 构造 了 一 个 较 特 殊 的 非 标 准 实数 域 模 
型 ， 即 所 谓 赵 军 * 玉 , 或 叫 高 桥 模 型 。 为 了 使 推理 更 加 简明 和 直观 
化 ， 下 面 我 们 将 采用 等 价 过 程 量 的 表述 形式 米 介绍 这 种 模型 的 构 
造 方法 。 

(一 》 过 程 是 概念 ， 斌 考虑 以 0 1 ,2 ，， .为 股 落 的 所 调整 点 阶 
梯 梢 数 ， 

x =K) nint+1) =0,1,2,.… 
其 中 参 变量 + 反映 x( 昌 的 变化 过 程 , 实数 序列 {x。} 表 示 在 不 同 的 变 
化 时 赣 x( 纪 的 这 化 程度 和 趋势 。 记 *( 人 (二 作成 的 数 集 为 

T= {z( 的 10<stc +oo] 
并 把 Yo 做 过 程 量 , 特别 , 当 x(9 = x, 一 0 《或 co》 时 ， 则 相应 的 过 
- 程 量 xm 做 “ 趋 零 ”《〈 或 “ 趋 无 穷 > ) 过 程 量 。 又 如 果 zx(D) =c 
《常数 ) ， 则 称 相应 的 空 为 党 过 程 是 ， 可 简 记 为 民 
关于 过 程 基 之 间 的 加 、 减 、 冬 运算 可 定义 如 下 : 
Tri = 10st + om)}, 


Cr =x | Ot + oo}, 
为 定义 除法 运算 ， 只 须 给 出 z 的 倒数 概念 即 可 。 如 果 x( 提 (0<t 之 
+ co) 不 后 为 零 ， 则 可 引入 整 点 阶梯 函数 的 D (0<st< + eco) ， 
{ 0 当 x( 科 =0 有 时， 
l/x(n). 当世 二 0 时 。 
于 是 由 y(t) 引出 的 过 程 量 y 即 可 规定 为 x 的 倒数 ， 可 说 作 闻 -1 
_ 我 们 的 目的 是 要 利用 “过 程 量 等 价 类 *” 的 概念 来 界定 广义 实 
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yt) = 


数 〈 韭 标准 实数 与 标准 实数 ) ， 因 此 篇 去 确 定 过 程 党 之 间 的 等 价 
性 概念 。 过 程 最 是 否 等 价 以 及 是 否 具有 某 种 性 质 P 等 等 均 须 有 一 
种 判别 标准 ， 这 种 标准 必须 能 使 得 由 它 判 定 的 性 质 或 命题 恒 符 合 
还 辑 上 的 排 中 律 要 求 。 下 面 我 们 就 来 建立 所 需要 的 判别 标准 。 
(二 ) 超 渤 集 概 念 。 标 准 自然 数 集 {#} 可 记 为 N， 这 里 我们 
假定 0 是 属于 六 的 最 小 自然 数 , 即 站 = {01,2，…， 7 小 。 王 是 
{x:} 便 是 短 集 让 中 的 一 成 元 。 显 然 徊 集 R* 中 前 一 切 成 苑 也 就 相 
应 地 确定 了 一 切 过 程 量 ， 原 闲 是 有 如 下 的 一 一 对 应 关系 : 
EAX {ra} ERN, 
记 x ,= 了 (mn)，yn= gf zs= 和 人 等 ， 则 关于 过 程 量 莹 ， 分 ,了 
的 各 种 性 质 表 述 可 以 转化 为 对 (RD) ，g OD，#Cn) 的 性 质 表述 。 
滤 集 定义 ”假设 N 上 的 某 一 子 集 类 所 具有 下 列 三 条 性 质 ， 
1? 窗 集 厅 生生 .2? 设 5 EG,5,E6, 则 S; 站 5, E65. 3' 基 SEG， 
且 SSTCN， 则 TE 人 6， 那么 ， 称 全 为 N 上 的 一 个 小 集 (Filter)。 
例 。 邻 考虑 NN 上 的 子 集 类 ，; 
‘= {SISC NN-5= 有 限 集 }， 
则 易 验 明 .B 就 是 N 上 的 一 个 滤 集 《严明 十分 简单 此 处 从 略 》， 
这 里 N S 表 示 差 集 ， 
. 为 了 能 对 {C7)} ,fg(n)} 等 数列 的 性 质 给 出 一 意 性 的 判别 标 
淮 ， 我 们 还 须 对 上 例 中 的 读 集 殉 尽 可 能 地 加 以 扩大 使 之 成 为 一 个 
符合 下 列 定 义 的 所 亩 超 恋 集 ， 
超 淖 集 定义 如 果 渡 入 2Y6 具 有 这 样 的 性 质 对 每 一 子 集 5 刁 
N， 或 着 是 SE WHhH， 或 者 是 (N - SY)E WU， 上 且 两 者 必 套 其 一 ， 则 
称 比 代为 一 超 滤 集 。 
存在 定理 ”至少 存在 -一 个 人 上 的 超 滤 集 以 ,多 为 子 集 ， 
证 明 为 证 明 上 述 定理 ， 需 要 用 到 关于 半 序 集 〈 偏 序 集 ) 的 
仓 氏 引 理 (Zorms lemmay ， 试 取 
G = {N 上 的 滤 集 .多 /| ,多 二 多 )}， 
即 区 为 N 上 的 所 有 包含 ,多 的 滤 集 所 组 成 的 类 ， 显 然 蕊 含有, 多, 故 
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入 为 非 宗 。 斌 刘 称 各 中 诸 恋 集 问 的 包 售 其 系 旺 一个 偶 序 甘 系 ,并 县 
玉 中 和 伍 一 王 升 的 链 在 廿 中 有 二 界 ， 这 个 上 界 就 是 链 中 各 项 的 并 
集 。 因此， 由 Zorn 氏 引 理 可 知 功 唱 至 少 存 诗 一 个 极 大 元 人 B, 可 以 
证 明 这 个 极 大 元 伯 正 好 就 站 NN 上 的 … 个 稻 滤 集 . 
今 用 皮 证 法 证 之 .假设 上 述 伯 不 吓 想 沪 集 , 亦 即 对 此 做 而 言 ， 
条 件 * 对 和 包 一 SN, 焉 省 有 SE BUH， 式 震 有 {NS}EARU” 并 不 成 
立 。 亦 邮 存 在 一 个 非 空子 集 5 王 NN 满 尼 SER 并 CN- SY， 
让 而 可 以 推断 必 存 在 一 个 六 的 子 集 并 CE 能 得 SnT = 名 ( 空 集 )。 
为 计 么 ? 村 是 不 然 的 证, 就 是 说 ，5 与 喜 的 每 一 元 约 交 集 雹 非 空 。 
但 这 样 .一 沪 ， 芭 可 证 明 
“= {XGNIXZ2SNT, 对 某 个 TE BBW}ES, 且 CU!' 二 人 MM. 注 
意 SNT 非 完 ， 芍 伯 ' 满足 小 集 条 件 1"，2" 是 显然 的 。 这 里 只 有 颁 验 
表 条 件 3”: 设 XE BU ， XE '， 则 XX,E AU!'。 于 实 上 ， 
由 人 BB ' 定义 知 六 了 5 站 二 ,又 革 ,二 SNT,, 基 中 ER TE 
破 T TE RB (注意 人 BU 旺 披 假 定 为 非 直 滤 集 ， 但 侣 至少 是 一 个 
恋 集 ， 故 由 性 质 2* 知 此 为 址 ) ,而 XX 和 公 XX; 避 SNTLNT,, 故 接 定义 
XN XEB’, | 
可 园 ， 人 BY' 确实 是 N 上 的 一 个 滤 集 ， 另 一 方面 , 对 每 一 GE 
BU 但 有 GSNG， 直 GE BW? 。 因 此 人 USARU'， 叉 S 忆 SNT, 故 
St BS 这 表明 伯 !' 确实 包含 BC 但 多大 丁 人 BUH， 这 与 BY 
为 覃 天 元 的 性 质 凶 后 。 由 此 证 明 .| 述 5 与 叙 每 ~- 元 的 交集 均 非 空 
是 不 能 成 开 的 。 因 此 可 以 断言 ; : 
《1) 芭 少 存在 -个 入 的 子 集 TE 脾 到 使 SNT = 3, 完全 类 似 
地 可 以 推 让 : 1 
《2)》 至 少 存 在 叉 的 子 集 T' 和 家 使 (N-S1T = 人。 由 《1) 
(2) 易 见 人 (NN 一 S),，T* C58, 了 NT = 名 BRU 但 这 最 后 一 式 与 
BCU 的 小 集 性 夺 1" 析 六 御 。 
压 革 述 令 只 能 是 N 上 的 一 个 超 诺 集 。 定 理 证 毕 ， 
{三 ) 超 医 "RR 的 构造 。 利 肌 超 小 集 叙 可 以 对 RR” 由 的 活 数 界定 
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各 种 属性 而 不 致 违 反 逻 和 董 上 的 排 由 律 。 例 如 ，, 设 代表 其- 信 质 ， 
人 (DGRY， 则 称 F= {09)} 县 有 性 质 P， 意 即 
fa NIf(n) 具 有 性 质 P}E RU， 
简 言 之 ， 这 就 是 按照 包 来 界定 拖 具 有 性 质 P2” 这 一 概念 。 我 们 还 
可 按照 作 来 界定 两 个 函数 间 的 等 价 概念 。 癌 到 我 们 原来 的 出 发 
My PICx, = 大 87， y= (1), 等 等 ， 这 吴广 gER, 
迁 价 概念 ” 设 廊 与 是 两 个 过 程 量 ， 日 X< 一 > {x 一 > 
{8 又 设 人 xs 下 E 录 . 则 称 {*。) 与 1 等 价 ,或 称 相 这 的 过 
程 年 与 彼此 等 价 ， 记 作 庆 = 字 ， 
灵 然 如 上 定义 的 等 价 美 系 “=” 具 有 反 身 性 、 对 称 性 与 传递 
人 性。 这 样 就 可 把 R* 中 的 一 切 数列 {x,} 按 等 价 关系 米 分 类 ,例如 ， 
局 {x,} 等 价 的 全 体 数列 构成 的 类 可 以 记 作 x” 注意 {x,} < 
为 因此 ，( 妈 同时 也 可 看 成 为 x 的 等 价 类 。 
于 是 ,所 谓 超 等“ 至 就 是 由 一 切 过 程 量 等 价 类 ( 鸡 作成 的 集合 ， 
即 * 灵 = {xy}, 
值得 注意 的 荐 ， 由 于 一 个 等 价 类 ( 驰 . 完 全 由 一 个 过 程 量 半 或 
相应 的 阶梯 闵 数 x 扫 所 唯一 确定 ， 所 忆 ， 对 任何 一 个 等 价 类 x》 
可 以 把 相应 的 x 域 x( 好 当 作 《x) 的 代表 。 特 别 ， 对 应 于 常 过 程 最 
Q65， 了 的 等 价 类 可 分 别 记 作 {@)，《0)，<《1) 等 等， 它们 又 可 
简单 地 用 a,0,1 等 等 来 代表 。 这 样 看 来 ， 由 所 有 常量 < 构成 的 实数 
集 RR = {cj 可 以 看 成 是 嵌入 在 ?屋内 的 一 个 子 集 ， 
四》 三 分 律 的 验证 ， 可 以 验 明 *R 是 一 个 满足 三 分 律 的 有 序 
集 。 对 于 + 只 中 的 (x) 与 ty ， 当 
{neE NIx EE} EB . 
时 ， 则 定义 co 过 < 。 这 个 定义 是 合理 的 ,因为 如 虹 <x) = (x 站， 
《87 = 《<y*'?，。 则 易 证 
0 
事实 上 ， 由 
F={n€EN|Izx.=x!} ER, 


NY CY 
= {nENIx,. <y.} EW, 
pMENGNHe men ey }，FNGNHEAHY， 硫 
fcENirisay Er 
这 即 表明 (x 人 》 志 《7)， 反之 可 由 (x ) 所 《y 人 ) 扒 证 (x) 过 《(y)。 
所 谓 ( 邮 关 《全 意 即 
了 = {ntENIx,y.} EW, 
区 果 ( 妇 委 人 入 县 人 和 < 钞 ， 则 互 站 FEcB， 从 而 
HNJE{nEN|zx .<y,}E A, 
故此 时 可 记 必 三 < 。 现 在 我 们 来 证 三 分 律 。 
.三 分 要 ”对 任何 te) ， (及 E*R， 在 下 列 三 式 中 
《2 
有 且 仅 有 一 式 成 立 ， 
证 明 令 
五 = {nENIx,=1,}, 
L= VENIz <y,), 
G= {n€EN|y, <x,.}, - 
只 要 证 明王 ， 工 ，C 中 有 且 仅 有 一 个 在 中 就 可 以 了 。 首 先 ， 让 我 
们 注意 到 定 标 准 数 域 R 中 三 分 律 是 成 立 的 ， 即 关系 式 x ,= y,; x， 
<3。，3<xy 三 者 中 恰 有 一 式 成 立 。 因 此 了 ULEUG=N， 并 县 
ENL=ENG=LNG= 6 ( 空 集 ) 。 
以 下 先 证 E，IL，G 中 至 少 有 一 个 是 属于 人 的 自然 数 子 集 ， 倘 营区 
EBB, 则 结论 已 真 。 否则 如 果 B4F 人 , 则 因 民 为 超 迹 集 , 故 N- 耳 
= 工 UGE BW, 此 时 着 LE UY， 则 结论 已 真 否则 LE WU， 则 N 一 工 
=EUGERU， 于 是 由 滤 集 性 质 2° 知 
(LUON(GEUGO=GER,. 
这 表 青 ，， 由 至 少 有 一 个 属于 人 履 。 另 一 方面 ， 可 证 8， L, 
中 不 能 有 两 个 同时 在 人 中 ， 否则， 由 滤 集 性 质 2°， 它们 的 交集 要 
在 人 中 ,上 面 已 知 它们 的 交集 为 名 ， 于 是 好 Er. 这 就 矛盾 于 涉 集 
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性质 1", 故 结论 是 E，L， 恕 中 只 有 一 个 在 伯 中 .证 毕 . 
有 了 三 分 律 ， 我 们 便 可 进一步 把 有 序 集 *R 做 成 一 个 具有 三 
分 律 的 有 序 域 。 这 只 要 在 * 丸 内 引进 四 则 运算 即 可 。 
《五 》 作 为 有 序 域 的 *R。 在 过 程 量 之 间 我 们 已 经 规定 了 加 、 
减 、 采 等 运算 ， 请 再 注意 ，《<x》，《 5y》 等 无 非 是 CX》 CV》 
等 缩 记 . 于 是 * 有 中 元 素 间 的 运算 可 定义 如 下 ， 
< 二 二 = ‘+> = (x+ 人 ， 
Oe = EY = xp。 
易 知 ， 在 这 样 定义 之 下 的 加 法 和 先 法 分 别 满足 交换 律 、 结 合 律 ， 
并 且 元 法 与 对 法 适合 分 配 律 ; 又 40>，《I > 和 (《 -xy> 分 别 是 
加 法 零 元素 、 葬 法 单位 元 素 和 <x》 的 加 法 道 元 素 . 
冬 法 道 元 的 定义 稍稍 麻 炳 一 点 。 今 设 《<x》 壮 <0》， 即 
{ENIz,+0 EU, 
于 是 把 过 程 遇 + 的 合 数 y =1/X = -1 引 四 的 等 价 类 yy = 
代 - 1! = zl 规定 为 《办 的 邀 元 , 即 规定 x) ~! = WD = cr 。 
由 此 ， 可 见 
ORY RD = Xe = 人 = 《1 。 
事实 上 ， 她 后 一 式 的 导出 是 因为 | 
{nENIxx t=1 EWR. 
综 上 所 述 ， 可 知 *R 是 一 个 有 具有 四 则 运算 并 满足 三 分 律 的 有 序 
域 ， 而 标准 实数 域 R 自然 是 它 的 一 个 子 域 。 
六 ) 非 标准 实数 ， 仿 照 实数 的 绝对 值 概念 ， 可 以 对 "及 中 的 
元 素 引 进 绝对 值 裤 念 ， 
{ 《XY 当 < 区 时 ， 
-< 时， 
1 x? | 可 简 记 为 |x|。 今 引进 下 述 定义 ， 
.定义 设 xE+R( 扼 尺 Y E*R)， 如 果 对 任意 的 正 实数 r?， 全 有 
Ix1 过 r+; 则 称 * 为 无 限 小 ， 又 如 果 对 任意 的 正 实数 7 ,民有 |x|1>>7， 
则 称 * 为 无 限 大 。 假 如 存在 一 个 固定 正 实数 + 使 得 |x| 志 r+ ， 则 称 
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x 为 有 限 数 ， 凡 无 限 小 、 无 限 大 及 有 限 数 与 无 限 小 之 和 -部 称 为 非 
标准 实数 . 

容易 验 明 ， 前 面 定 义 过 的 趋 学 与 趋 无 穷 过 程 量 的 等 价 类 就 是 
特 合 上 还 定义 的 无 限 小 与 无 限 太 。 由 于 这 些 等 价 类 多 至 无 穷 ， 故 
* 玉 中 策 案 存在 着 无 穷 多 的 无 限 小 与 无 限 大 ， 

《七 )*R 中 数 的 结构 及 非 标准 数 轴 。 我 们 首先 指出 ， 让 普通 
数学 分 析 里 存在 这 样 的 变量 ， 它 既 椒 是 有 界 量 也 不 是 无 限 大 。 但 
在 非 标准 数 域 * 丸 思 这 种 情况 是 不 存在 的 , 即 对 任何 xE + 中 ,要 么 x 
是 无 限 大 ,要 么 x* 古 有 限 数 .这 是 内 为 按照 越 滤 集 5 来 判定 *R 中 成 
员 的 作 质 时 ， 丰 等 式 美 系 |z| 秋 ?与 1 (7 为 任意 正 实数 ) 是 不 
能 闻 时 成 立 的 。 从 这 里 还 可 以 晋 惠 引 川 超 滤 集 和 概念 的 必要 性 ， 利 
用 超 滤 集 作 为 判定 各 种 性 质 的 真 假 标准 时 ， 正 可 以 排除 模 棱 两 订 
的 情形 。 事 实 了 于， 如果 不 引入 超 泪 集 作为 判定 成 员 天 小 的 标准 ， 
则 * 玉 集合 的 有 序 性 和 三 分 律 即 无 法 建立 起 来 ， 

由 上 所 述 ， 我 们 可 将 “及 中 的 数 分 成 两 类 , 一 类 是 有 限 数 ，--- 
类 是 无 眼 大 。 对 于 有 限 数 ， 我 们 有 如 下 的 定理 ， 

结构 定理 “R 中 的 每 个 有 限 数 w， 皆 可 唯一 地 表示 成 这 样 的 
形式 

&= 标准 实数 + 无限 小 。 
此 处 所 谓 标 准 实数 是 措 子 域 R 中 的 实数 《过程 化 了 的 ) ， 并 且 0 
《 即 <0>》 也 是 一 个 无 限 小 ， 

证 明 ”人 先 证 表示 法 的 存在 性 。 设 aE*R 是 有 限 数 ， 我 们 要 证 
明 a =7+e， 其 中 * 是 标准 实数 ， 是 无 限 小 。 为 此 ， 试 考虑 储 
A 

A= fa HxER}, 
既然 是 有 限 数 ， 至 少 存 在 ru ER， 使 ae<<r。， 才 4 是 有 界 集 合 。 
义 4CR; 帮 有 上 唤 界 a= sup4。 于 是 |e- al 或 为 实数 ， 或 者 不 全 
实数 《标准 实数 》， 
(1) 荐 Ia- al 是 实数 , 不妨 记 1a- al = 有 Eh 于 是 4~a= 十 有 ， 
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故 G= (oth) 4 0, 0 也 是 无 限 小 ， 故 定理 得 证 。 

《2)》 若 |we- al 不 是 实数 ， 则 可 证 gs- 4 是 无 很 小 。 今 用 反 证 
法 证 之 。 设 1a-~ a 不 是 兆 限 小 ， 则 必 存在 某 个 正 实 数 AE 品 使 
Ie- ep。 下面 分 两 种 情形 考虑 ， 

(Ci) &— a>h, 这 时 @ 之 a+ 故 e+8E 4 但 a 是 4 的 上 殉 
界 ， 均 a 宇 a + 上 64， 于 是 0 宇 h， 节 盾 . 

(Gi a~ a>h， 这 时 4 一 >g， 这 与 4 是 4 的 上 确 界 相 季 盾 ， 

因此 zx- a 是 无 限 小 。 于 是 由 a = a+ {a- a) 便 得 到 所 要 求 的 
表达 式 。 最 后 用 汉 证 法 还 可 证 定理 中 的 表达 式 是 唯一 的 。 至 此 定 
理 得 证 。 

中 此 订 见 ，* 有 Re 的 数 是 出 标准 实数 ， 汇 限 小 和 无 银 大 组 成 
的 。 有 限 数 z 骨 示 撒 式 中 的 标准 实数 叫 作 a 的 标准 部 分 (Standard 
part) ， 记 作 ”*a《〈 特 别 ，a 本 身 为 标准 实数 时 , 则 "ga=a) 。 对 *R 
中 的 任意 有 限 数 4g，8 等 我 们 有 下 列 阐 单 等 式 

?二 有 = 和 0 


(aeP) = ev (5 ) = 车 -8 不 是 无 限 小 时 )， 


站 
后 来 发 现 了 无 理 数 ， 人 们 又 长 期 地 把 实数 看 成 和 数 轴 上 的 点 证 一 
-对 应 的 。 这 是 基于 这 样 一 条 公理 ， 邑 点 是 不 可 分 的 ， 是 没有 内 . 
部 结构 的 ， 现 在 又 发 现 了 《实际 是 办 定 了 )》 无 限 小 和 无 限 大 这 类 
非 标准 数 ， 它 们 在 数 轴 上 应 赋予 其 位 置 ， 但 是 ， 不 可 分 的 实数 点 
已 经 充满 了 实数 轴 ， 因 此 ， 要 棚 在 实数 轴 . 上 技 到 无 限 小 和 无 限 大 
这 业 非 标准 数 的 位 置 就 答 设 辑 《 或 假定 ) ， 第 一 ， 实 数 点 是 可 分 
的 ， 志 就 是 说 ， 在 实数 点 的 “内 部 ” 凝 队 着 数 不 清 的 无 限 小 点 ， 
第 一 ， 在 数 困 的 两 端 〈 无 限 远 处 ) 还 洲 罕 着 数 不 清 的 无 限 大 坐标 
点 。 当 我 们 取 数 轴 作 了 这 祥 理 解 后 ， 就 称 为 非 标准 数 辅 。 如 此 ， 
非 标 准 数 轴 上 的 点 和 *BR 中 的 数 可 以 看 作 是 一 一 对 阳 的 。 这 就 是 
非 标准 数 域 *R 的 几何 解释 。 : 
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建立 了 非 标 准 存 序 城 *R 之 后 ， 在 其 上 再 建立 非 标准 微 积分 学 
就 不 再 遇 到 任何 困难 了 。 首 先 ， 我 们 可 以 在 *R 上 对 函数 厂 (z) 所 
("RR 一 *R) 界 定 微 商 概念 ， 令 8 为 无 穷 小 ， 设 x。E*RR。 如 果 下 述 标 
准 部 分 存在 : 


fxo}) = "(fx 十 站 一 fexo) 
1 ( : £ ), 


则 称 标准 实数 (x6) 为 Hx) 在 x。 处 的 微 高 。， 
至 少 连 续 函 数 的 定 积 分 概念 也 不 难 描述 如 下 i 设 gCx) 是 * 卫 
n [a，8 ] 上 的 连续 函数 ， 令 o 为 无 眼 大 自然 数 ， 设 x 表 示 {0， 
B ] 的 无 劳 小 分 划 
开 QO= Xo KL < 
其 中 x。=at ke,，e= (Bjw,， (=0，1，…，w) 。 于 是 
g(X) 在 区 间 [ we，8] 上 的 定 积 分 可 表示 为 下 述 标准 部 分， 


全 zeoax : - "(Sects) ， 
N= 1 


这 里 x,-1 志 5 志 7%， 而 关于 {,} 的 任意 取 法 均 不 影响 上 述 标准 实 
数 《积分 信 ) 的 一 意 确定 性 ， 验 证 甚 易 ， 此 处 从 略 。 有 关 甸 节 请 
阅读 专 书 。 


$ 3 非 康 托 型 自然 数 序列 模型 的 构造 法 


利用 过 程 晤 概念 可 以 很 容易 地 给 出 *R 中 的 无 限 自然 数 概念 。 
设 xx (= 0，1，2，…)》 是 NM 中 的 数列 ， 即 [zx .是 一 个 恒 取 非 负 
整数 值 的 序列 。 如 果 x,1 + se(r 一 co)， 则 {z, 相 应 的 过 程 量 交 的 
等 价 类 x? = * 汐 就 叫 作 “及 中 的 无 限 大 自然 数 . 显然 这 个 定义 是 全 
理 的 ， 因 为 过 所 对 应 的 整 点 阶梯 函数 便 取 整数 值 ， 且 易 验 明 对 任 
给 标准 自然 数 cm (常量 过 程 的 等 价 类 ) 都 有 < > om ， 

”例如 ， 令 [a1 表示 标准 正 实数 a 的 整数 部 ， 则 昂 见 
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X= ,=| 了 |]; X= TH]，Y = 地 一 5 


等 相应 节 导 出 的 等 价 类 cr> 都 是 无 限 大 自然 数 , 它 们 可 以 分 别 地 简 
记 作 ， [2 ， Fw mo 一 5， 等 。 

在 康 托 的 序数 理论 里 ， 把 w 袖 为 诸 # 无 限 增 大 时 新 向 的 目 
标 ， 所 谓 极限 序数 ， 或 者 把 @ 定 义 为 自然 数 序 列 的 序 型 。 基 于 这 
样 一 种 在 法 ， 则 昌 然 数 序列 的 有 限 平移 ， 例如 将 1，2，3，…， my 
改 成 为 站 +T， 天 二 2， …， 丰 十 或 一 1， 一 天 + 2，…， 一 于 
+n，… 之 后 ， 其 无 限 增 大 时 的 趋向 且 标 完全 雷同 ， 无 限 增 大 时 
的 步调 完全 一 致 《 均 为 逐步 增 大 )。 这 就 和 房 发 我们 可 以 把 * 且 中 的 
无 限 自然 数 土 K(# 为 任 一 阁 定 自然 数 ) 与 o 视 为 同一 类 对 象 而 汇 
集成 一 个 类 。 详 见 如 下 定 尽 : 

定义 1 称 形 如 o 士 ;的 无 限 大 自然 数 为 om 的 等 价 元 ， 丽 由 所 有 
等 价 元 汇集 成 更 类 称 为 6 的 等 价 类 或 银河 (galaxy》， 简 记 作 
《wm 。 邵 虹 无 跟 大 自然 数 7 线 《w) 中 的 每 个 成 员 w 土 都 小 ， 则 
称 y 小 于 (w)， 并 可 将 此 种 关系 表示 为 y<(%)。 


作为 举例 ， 如 到 ?= 号] ,= CB, 等 ， 则 它们 都 比 Cw) 为 


”小 。《 验 证 极 易 ， 此 处 从 略 )》 。 

容易 想到 ， 在 形式 上 我 们 可 以 作出 如 下 对 应 关系 ， 

了 ， 2， 3 

, 了 了 yy L yy 起 
但 是 我 们 的 目的 是 要 构造 出 一 个 非 康 托 意义 的 自然 数 序列 模型 ， 
因此 需要 对 $1 中 所 谈论 到 的 飞跃 段 赋 予 具 体 含义 《当然 没有 必 
要 去 考虑 比 吕 或 〈《o) 大 得 多 的 无 限 自然 数 ， 如 多:，w”， 等 
等 ) 。 让 我 们 引进 下 述 定义 ， 

定义 2 ” 令 《n》 表 示 * 卫 中 任意 有 限 自 然 数 。 则 所 有 小 于 (w) 
的 无 限 大 自然 数 v 按 *R 中 的 序 关 系 梅 成 的 序 集 片段 叫 作 《 wn > 与 
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《oo 之 间 的 飞 喷 段 《 设 苛 剖 段 )， 可 简 记 作 
太 = ty | vy 之 (w)，v 为 无 限 自然 数 }。 

如 上 所 述 , 在 *R 中 飞 斌 般 译 这 个 概念 是 十 分 具体 而 朋 确 的 ， 
但 把 *R 中 的 一 切 <n》 考 虚 成 为 从 延伸 到 穷 痊 的 过 程 时 ， 该 过程 
是 否 包 侣 玉 的 问题 ， 只 能 依 智 公理 来 规定 。 为 此 ， 我 们 引进 如 下 
公理 8 

飞跃 段 存在 公理 ”在 *R 中 经 由 延伸 到 穷竭 而 形成 的 正 整 数 序 
列 过 程 

人 1> ,23 《> 
必 将 穷尽 并 包 售 了 比 《〈o) 小 的 所 有 标准 白 然 数 与 无 限 大 自然 数 。 
从 而 在 上 列 过 程 中 必定 包含 着 飞跃 段 计 。 

取 然 R 中 的 #2 与 *R 中 的 <n》 作 上 成 形式 上 的 一 一 对 应 ， 且 康 
托 序数 w 与 (w》 也 可 对 应 起 米 , 则 飞 峰 段 存在 公理 对 应 地 应 用 十 
通常 的 自 杖 数 序列 过 程 时 ， 将 同样 可 以 引出 一 个 飞跃 自 概 念 ， 当 
然 它 已 经 不 下 属于 康 托 意 文 向 自 然 数 床 列 范畴 。 由 于 这 个 缘故 ， 
我 们 理应 把 包含 着 飞跃 段 访 的 “了 中 的 自然 数 序 列 模型 《或 其 和 
标准 自然 数 序列 过 程 的 对 应 物 ) 称 之 为 非 康 托 自然 数 序 列 模 型 
{Mon— Cantorian model of natural number seguence) 。 以 后 
- 记 这 种 模 担 为 N= {rr<(w)}， 

如 果 把 (ww)》 称 之 为 真实 无 限 大 ， 则 六 中 的 各 个 无 限 大 可 以 
呀 作 过 滤 福 的 无 限 大 或 法 变 无 限 大 .这样 , 和 N 称 之 为 真实 无 限 过 程 
中 的 潜 变 段 也 是 很 有 理由 的 。 思 格 斯 美 于 无 限 性 的 雪 论 断 阁 ， 污 ， 
限 是 由 有 限 发 展 而 成 的 。 现 在 用 我 们 的 非 康 托 模型 来 解释 就 很 
济 楚 了 ， 硼 限 和 无 限 以 及 潜 无 限 和 实 无 限 的 和 相互 滩 透 是 通过 潜 变 
段 机 米 实现 的 。 潜 变 段 (好 N》 是 出 无 穷 多 个 漆 变 无 限 大 元 来 组 
成 的 序 集 片 段 ， 它 起 沉 通 从 有 限 到 直 无 限 的 桥 染 ， 另 一 方面 ， 康 
托 意义 下 的 标准 自然 数 序 州 懂 型 N= {1 2,3yy 有 N00》， 

恒 假 定 序列 过 程 中 的 成 员 的 育 限 性 是 守恒 不 变 的 ， 这 样 就 无 法 理 
解 具 有 无限 性 的 真实 无 限 过 程 是 如 何 产生 出 来 的 。 因 此 这 种 经 典 
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性 的 自然 数 序 庆 模 型 直 不 能 很 好 地 用 来 解释 息 格 斯 无 根性 迟 论 的 
实质 的 ， 

还 信 得 注 章 的 是 , 非 康 托 模型 N = {vy<tw)} 中 的 元 素 个 数 已 
经 不 是 可 数 无 限 多 。 惠 实 上 ， 吻 让 下 述 命 题 为 真 ， 

命题 ”在 韭 束 托 自 然 数 序 列 模 迎 N 中 至 少 包 售 着 同 实数 -一 般 
多 的 无 眼 大 日 然 数 。 

证 明 在 *R 上 进行 作业 。 试 取 无 限 自然 数列 


和 的 .的 .一 的 


然后 作 形 刻下 闫 的 无 限 大 自然 数 


BE 


其 中 诸 %; 取 0 或 1 但 hi = 1) ，、 天 上述 无 限 大 自然 数 的 个 数 同 二 
进位 少数- : 释 多 。 镑 非 标 准 分 析 算 法 容易 验 明 


[2 


< <o+h, 


最 后 ， 让 我 们 指出 两 点 ，《〔 一 》N 中 的 育 与 4 及 中 的 非 标准 自 
然 数 储 台 * 是 不 同 的 。 诈 先 ， 两 者 在 内 容 上 是 不 局 的 。 因 为 在 
*N 中 和 包含 有 2@，3@，w3， ww- 了 fw-2,，…， 和 但 在 N 中 的 雹 
限 大 自然 数 都 比 形 如 w 土 的 数 为 人 小。 其 次 ，*NN 中 的 非 标 准 自 
然 数 是 通过 外 插 法 引进 的 ， 而 N 中 的 无 限 直 然 数 固然 是 由 过 程 量 
等 价 类 来 定 兴 的 ， 位 一 虽 定 义 之 后 即 可 理解 为 它们 是 同 无 穷 总 体 
N= {| 各 的 生成 过 程 《出 白 然 数 (#8) 从 延 可 到 窃 疯 的 过 程 》 

不 可 分 割 的 ， 因 为 太 下 好 是 构成 N 真 无限 性 的 关键 部 分 。 总 之 ， 

根本 区 别 乃 在 于 ，N 及 及 旋 是 被 解释 成 生成 观点 下 的 无 限 性 总 
体 ， 而 * N 却 刀 在 外 播 观点 下 由 六 扩 引 而 成 的 。 (二 ) N 中 的 无 限 
自然 数 既 无 最 小 着 也 无 最 大 者 ， 这 就 是 我 们 所 以 把 丸 称 之 为 (zy》 
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与 《o) 间 的 潜 变 段 或 飞跃 授 的 理 击 所 在 。 根据 我 们 证 明了 的 命 
题 ， 阁 然 N 及 其 片段 N 都 是 有 序 集合 ， 但 其 中 的 元 素 却 是 无 法 按 
可 数 无 限 次 步 又 取 尽 的 。 

府 记 按 飞 线 鼻 存在 公理 ,在 *RR 上 考 虚 一切 《mY》 时 网 得 和 NN， 但 在 民 上 考 不 一 
切 9 时 则 竹 到 标准 自 热 数 拱 合 TY, 因此 “一切” ( glf ) 有 疝 种 不 同 售 义 ， 在 不 辐 的 论 
域 上 来 运用 “一 切 ” 这 一 全 称 量词 时 ， 厅 以 得 出 不 同 的 内 容 ， 衣 然 对 初始 片段 何 言 ， 
存在 一 一 对 应 《9 ) 一 nn， 所 以 在 记 法 上 不 入 把 《6#》 科 记 为 1 .但 为 了 区 别 术 和 N， 可 
分 别 采 用 下 述 序列 家 示 方 式 ; 

N; 1.2, 3 

N: 1, 2, 83, 1, TH, oe 
或 相应 到 简 记 为 {8 3 与 全 在 站， 这 样 就 不 致 于 彼此 据 淆 了. 


3$4 ”关于 一 个 引伸 的 芝 诺 悖 论 的 解释 


在 上 节 中 我 们 给 出 了 飞 颇 段 六 的 内 部 结构 和 非 康 托 自然 数 
序列 模型 N。 现 在 我 们 利用 这 种 模型 可 以 对 一 个 “引伸 的 芝 诺 悖 
论 ” 《Extended Zeno7s paradox) 给 出 一 种 异 平 寻常 的 解 
释 ， 加 

引伸 的 芝 诺 迟 论 又 叫 作 手球 问题 。 设 有 .4，3 一 人 抛 一 球 ，. 
球 在 4，B 二 人 手中 抛 来 锰 去 ， 假 设 经 过 的 时 间 《〈 分 钟 》 依次 为 
过 分钟 ， 序 分 钟 ， 言 分 钟 | 7 分 名 ‘Cn=1,2,3.) +» 而 球 
将 依次 到 达 4 和 了 处 。 试 问 总 时 间 到 达 一 分 钟 时 ， 该 球 到 达 何 处 ? 


记 5.= 了 六 ， (R= 1,2,."), 
谋面 二 
则 lim S21 = lim Szeri=1, 


导 然 在 各 个 时 刻 $,,， 球 总 是 落 在 B 处 ， 而 在 各 个 时 剂 5; +: Cn = 
1,2,…) 球 总 落 在 4 处 。 但 时 间 序 列 {5;,} 与 {5s，+1} 的 极限 都 是 
1， 故 到 达 一 分 钟 时 就 无 法 判断 该 球 究 竟 落 在 何 处 。 说 它 落 在 4 
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处 或 8 处 都 有 “理由 ”得 又 都 会 引出 予 秆 。 当 然 这 样 一 个 涉及 时 
间 无 限 分 割 过 程 的 悖 论 在 现实 生活 中 是 不 存在 的 ， 但 在 理性 思维 
领域 动 有 分 析 上 思考 的 必要 . 下 面 将 指出 这 种 停 论 在 非 标准 数 域 上 
的 相对 存在 性 ， 


我 们 来 分 析 时 间 序 列 {3。j。 如 果 在 时 间 区 间 子 所 5 所 1 肉 的 时 


分 划 数 规定 只 走廊 摩托 意义 下 的 标准 自然 数 序 列 N = {1, 2, 
3，…}， 则 上述 导 论 即 不 复 存在 。 现 在 我 们 假定 # 走 遍 N 中 的 一 切 
有 限 与 无 限 自然 数 . 令  - 


wo . 
Vy = G21 [ae i HE 二 028) [a I +1. {k= 1;2.39.""), 


则 vs 与 #4 分 别 为 无 限 大 偶 自 然 数 与 奇 自然 数 ， 且 容易 验 朋 v; 达 
C0)，py 之 (wm)， 赤 V，p6 EN, 已 知 于 时 刻 $,， ,与 5;。+1 时 球 将 
轮流 落 到 8B 处 与 4 处 。 不妨 认定 对 以 无 限 大 偶数 与 奇数 为 足 标的 
时 刻 $， 与 S。 ,而 言 ， 上 述 情 况 仍 继续 保持 。 这 桩 ,由 于 按 非 标 准 
分 析 方 法 我 们 有 
31 Se AENY, . 

可 见于 称 准 时 刻 1 分 钟 时 ， 该 球 将 无 限 多 次 地 落 在 4 处 , 同时 又 将 
无 限 多 次 地 洛 在 B 处 。 这 样 ， 就 形成 一 个 悖 论 。 

_ 上述 结 论 看 来 非常 奇 翼 。 但 只 要 想到 时 点 如 同 非 标准 数 轴 上 
的 实数 点 那样 ， 它 是 具有 内 部 结构 的 ， 那 就 不 足 为 奇 了 。 事 实 
上 ， 我 们 正 是 利用 了 菲 标准 实数 《例如 Sr 与 ,4) 的 这 种 能 够 天 
限 多 地 疾 认 在 标准 实数 《〈 例 如 1 无限 小 邻 域内 的 特点 。 


$5 略 论 无 限 的 两 种 形态 


对 自然 数 序列 无 限 性 的 分 析 ， 使 我 们 看 到 了 无 限 性 的 两 种 背 
态 或 两 种 结构 。 康 托 意义 的 自然 数 序列 的 无 限 性 是 一 和 形态， 非 
康 托 自然 数 模 型 提供 了 另 一 种 形态 。 前 一 形态 称 为 称 准 形态 ， 后 
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一 形态 称 为 非 标准 形态 ， 

标准 形态 的 无 限 性 是 舍 m 来 表征 的 , @ 代 关 着 整个 标准 自然 数 
序列 “12 3，m 2 的 下 无 限 性 ， 但 序列 中 的 序数 其 有 守 
恒 的 有 限 性 ， 只 有 有 限 性 的 变量 ， 而 无 转化 为 兆 限 性 的 飞跃 或 质 
变 。 这 种 形态 的 无 限 人 性 号 o 之 前 的 有 限 人 性 是 截然 分 裂 的 ， 故 符合 
形式 逐 转 移 排 中 律 ， 栖 广 乳 即 无 限 。 即 真 无 限 性 乃 是 有 限 人 性 的 
直接 否定 。 

wow 是 存 整 个 自然 数 序列 过 程 完成 时 引出 的 。 在 @ 引 出 之 前 并 不 
存在 任 何 中 间 状 态 或 潜 变 形式 的 无 限 狂 。 因 此 ， 这 里 实际 上 已 经 
用 到 了 一 条 基本 公理 ， 即 如 下 所 还 的 无 限 凝聚 公设 ， 具 有 真 无 限 
性 的 @ 是 整个 自然 数 序 列 完 成 时 的 产物 ， 而 序列 的 过 程 中 不 包含 
任何 形式 的 无 根性 《 连 潜 无 搬 性 也 不 存在 》。 

非 标 准 形态 的 无 眼 性 是 由 N 的 飞 上 晓 段 《 灌 变 段 ) 太 来 表现 的 。 
在 这 里 我 们 用 到 了 另 一 条 基本 公理 ， 即 如 下 所 述 的 无 中 发 散 公 
设 ， 具 有 有意 无 限 性 的 Cw)》 曙 是 整个 自然 数 序 谢 完 成 时 的 产 物 ， 
信 在 序列 过 程 册 已 经 包含 有 一 个 飞跃 段 ， 飞 跃 段 中 有 着 不 可 数 
无 穷 多 的 洪 变 寺 限 大 元 素 ( 较 (w) 为 小 的 完了 腿 天 自然 数 )》， 它 
们 纽 成 了 Cw》 的 单个 无 限 夫 邻 域 ， 

由 于 所 述 ， 可 见 标 准 形态 的 无 限 性 可 以 称 为 沽 聚 态 的 无 限 
性 ， 而 非 标 准 形态 的 无 限 性 又 可 称 为 “发 散 态 的 无限 性 ”。 前 者 
入 各 集 让 表现 ， 后 青 出 训 与 《oo)》 的 联合 米吉 更 。 

显然 上 商 美 于 大 上 限 钙 的 “ 阴 张 公设 ”与 《发 履 公 设 ” 是 徙 此 
站 盾 的 。 它 位 正 好比 欧 氏 几 何 的 平行 公理 《第 五 公设 )》】 与 罗氏 风 
， 后 平行 公理 和 粗 瑟 对 秆 一 样 、 但 是 由 于 非 宗 准 形态 的 无 限 性 来 源 平 
非 球 托 自然 数 床 列 核 型 N 的 确立 ， 而 N 的 确立 是 出 衬 非 标准 数 
域 * 妨 的 存在 性 才 得 到 保证 的 。 我 们 又 知道 ?及 的 构成 ， 归 要 结 底 
是 利用 了 二 维 的 实数 空间 耳 x 且 上 的 标准 分 析 学 方法 《当然 还 月 
人 了 与 选择 公理 相等 价 的 Zarn 引 再 》。 因 此 ， 根 据 希 东 伯 特 化 
归 法 思想 这 知 ， 具 要 标准 实数 大 如 是 左 笠 届 的 ， 戎 ?如 不 应 有 六 
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盾 ， 从 而 N 模 型 的 存在 性 《在 非 标 准 分 析 中 ) 也 不 地 有 了 季 后。 

但 R 上 的 分 析 学 有 光子 夺 ， 可 好 结 为 N 上 的 算术 有 无 艺 盾 。 
内 此 归根 结 底 内 要 假定 标准 自然 数 系统 睫 闻 慎 ， 也 就 是 以 保证 非 
标准 由 然 数 桩 型 N 的 构造 方式 的 合理 往 《好 在 非 标 准 分 析 领 域 由 
的 合理 手 》 。 

.以 上 的 解释 无 左 说 明 “ 无 隘 发 散 公 设 ” 的 相对 合理 性 。 因 此 
它 正 好 象 时 思 由 天 斯 其 凡 和 何 学 由 的 《风色 》 平行 公 再 那 样 ， 完 全 
可 以 根据 读 公 谈 ， 奸 行 演 绊 出 -- 赛 完全 不 同 于 康 托 经 典 理 论 的 新 
理论 。 新 的 地 沦 系 统 应 该 是 没有 季 盾 的 ， 如 玉 经 典 的 弄 论 系统 是 
没有 水 盾 的 证 ， 

但 是 ， 将 兆 限 发 散 公 设 或 发 散 态 的 无 限 住 概念 推广 到 高 阶 想 
让 订 数 上 枯 ， 知 来 兴 趣 是 不 大 的 。 俩 是 模型 N 林 身 《 或 飞跃 段 站 
的 结 焰 特征 》 及 其 含义 解释 给 经 典 地 起 法 则 带 米 的 麻烦 伪 得 注 
意 。 这 里 主要 指 的 是 掉 由 入 问题 。 率 来 ， 象 有 限 与 无 外 两 个 慨 念 
基 弃 润 分 吕 的 ， 但 在 模型 N 中 却 有 着 连 系 有 限 与 无 限 〈o) 的 游 变 
段 囚 ， 这 样 就 有 着 慨 非 有 限 双 非 真 无 限 的 漆 变 兆 限 大 ， 它 们 的 存 
在 正好 背离 了 了 排 中 绊 。 于 志江 变 段 或 飞 脆 段 厂 是 自然 数 序列 过 程 
从 延 俩 到 穷 刘 的 生成 物 ， 所 以 下文 是 无 法 从 整个 序列 过 程 帆 分 岗 ， 
出 去 的 。 

出 上 所 述 ， 如 果 按 N 模 锰 来 思 绯 自然 数 无 限 锤 的话， 则 由 二 
排 中 律 的 失灵 ， 我 们 在 数学 的 分 析 论 证 排 耳 上， 就 势必 要 被 迫 接 
受 近 代 直 觉 主义 虱 的 观点 ， 即 当 论 域 是 无 限 对 象 时 ， 顷 采用 直接 
论证 法 或 构造 法 以 代 狂 芭 证 法 〈 或 归 焉 兴 ) ， 这 样 ， 可 以 说 我 们 
和 近 觉 次 的 主 此 头 途 问 归 了 『。 当 然 两 者 的 出 发 点 却 是 完全 不 回 
的 ， 

两 种 形 志 的 无 限 性 概念 的 深入 讨论 ， 必 然 很 费 篇 性 ， 信 得 大 
作文 章 。 这 里 只 好 从 赂 了. 

内 忆 笔 痛 站 1v8u 年 发 表 的 一 箱 题 海 “申论 提 代 数学 流 深 的 无 卫 观 和 方法 沦 " 
一 变 中 ， 简 以 白 拒 著 序列 无 限 竹 为 他， 述 及 双 相 无 限 ( double -phased infinity ) 
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的 硫 念 ， 印 无 限 过 猩 万 是 真 无 限 与 潜 死 限 的 对 立 策 一 体 ， 两 种 无 限 概 念 只 不 过 是 对 同 
一 个 无 腿 性 对 象 《 如 自然 数 序列 ) 的 两 个 竹 面 的 榴 写 或 反映 、 只 要 隔 炸 染 入 分 析 即 可 
发 现 , 数学 上 的 母 一 种 无限 过 昏 ， 本 质 上 都 是 农 相 无 限 但 由 于 形式 概念 思维 的 单 
一 式 和 合 化 性 ,在 考察 无 限 性 的 企 一 简 面 时 ， 另 一 愧 面 全 处 于 形式 推理 上 被 否定 的 地 
位 所以， 在 肯定 关于 实 无 限 的 颇 率 公设 时 ,必定 要 否定 渤 无 限 的 存 在 性; 另 一 方 
面 ， 潜 天 慨 论 者 就 枯 热 否定 宾 无 限 的 容 在 攻 ， 否则 将 自 相 矛 盾 ， 这 样 说 米 ， 向 是 无 限 
发 散 公 设 所 肯定 的 非 床 托 模 型 N 能 将 披 此 地质 闭 的 两 个 届 面 一 一 请 元 限 与 宾 无 限 联 
缚 成 一 沾 对 立 挤 一 体 (所 以 N 乃 是 一 个 表现 双 相 无 限 的 模型 》， 但 这 样 一 米 ， 世 本 上 
以 用 限 论 域 为 背景 拍 象 所 来 的 逮 辑 上 的 排 中 律 就 不 角 范 条 件 她 适用 了 ， 

近代 直觉 主义 者 是 以 坚 执 无 限 性 的 单一 钢 面 〔 潮 无 限 观点 》 米 否 定 无 限 论语 上 
的 菲 申 律 的 ， 而 我 们 万 是 以 表 耽 双 要 无限 的 粮 N 亚 的 不 在 怪 为 依 播 来 得 旧闻 样 结论 
的 。 关 于 双 相 无 限 概 念 在 数理 暂 学 上 的 意义 ， 曾 在 1981 年 郑 驻 信和 有 同志 的 磊 士 学 位 沦 文 
《 论 数 理 芹 学 中 的 几 个 问题 了》 中 作 过 较 深 入 的 分 析 . 
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第 8 讲 ， 悖 论 与 数学 基础 问题 
§1 收 论 的 定义 和 起 源 


所 谓 挤 论 。 从 字面 上 讲 就 是 营 渐 的 理论 ， 那么 ， 为 什么 要 把 
悖 论 这 样 一 个 临 浅 击 怪 的 名 词 来 取代 这 一 -通俗 易 展 的 说 法 呢 ? 按 
照 美国 柯 朗 数学 研究 所 M。Kiine 教授 的 说 法 ， 那 是 为 了 不 把 自 
相 了 矛盾 和 的 真相 摆 定 桌面 上 , 才 采 用 了 这 样 一 个 婉转 的 措辞 。 当 然 ， 
M。Kline 教授 是 针对 Paradox 才 这 样 说 的 ， 并 不 是 针对 “ 停 
论 ” 所 说 ， 因 此 ， 我 们 在 这 里 不 是 直接 引用 而 是 引 而 次 用 了 M 。 
Kline 的 说 法 。 当 然 ， 现 在 时 间 一 长 , 壕 论 这 一 词汇 也 用 习惯 了 ， 
其 真实 函 义 也 就 人 人 皆 知 了 。 

关于 悼 论 的 定义 ， 当 前 流行 的 说 法 ， 如 入 论 是 种 导致 逻辑 
矛盾 的 命题 。 这 种 命题 ， 如 果 承 认 它 是 真 的 ， 那 么 它 又 是 假 的 
如 果 承 认 它 是 假 的 ， 那 么 它 又 是 真 的 。 又 如 悖 论 是 指 这 样 一 个 命 
题 4， 由 4 出 发 ， 可 以 找到 -一 语句 B， 然 后 ， 若 假定 B 真 ， 就 可 推 
得 一 3B 贵 ， 亦 即 可 推出 B 人 很 。 若 假定 一 B 直 ， 即 电 假 ， 又 可 推 导出 . 
3B 真 。 再 有 如 一 个 命题 构成 一 个 合 论 ， 如 果 由 它 的 真 可 以 推出 它 
揭 假 ， 而 由 它 的 候 又 可 以 推出 它 的 真 。 诸 如 此 业 的 定义 法 ， 有 它 
合理 的 一 面 ， 但 有 不 够 全 面 的 地 方 ， 第 一 ， 任 何 一 个 午 论 在 实质 
上 都 相对 地 被 包含 在 某 个 理论 体系 中 ， 例 如 ， 堵 名 的 罗素 悖 论 是 
一 个 被 包含 在 古典 集 人 台 论 系统 中 的 悖 论 。 可 能 有 的 悖 论 看 上 去 似 
平 不 象 针对 那 一 个 理论 体系 ， 其 实 只 是 这 个 停 论 所 属 系统 的 原始 
概念 和 基本 原 汕 没有 明朗 化 ， 所 以 ， 一 个 悖 论 总 是 相对 于 某 个 理 
论 系 统 而 言 的 。 如 果 竞 有 这 样 一 个 悖 论 ， 它 将 被 包含 在 历史 的 和 
将 来 的 任何 一 个 理论 体系 中 ， 那 么 ， 我 们 就 既 不 要 去 研究 什么 个 
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1 pe pe ee 


论 的 成 因 ， 也 不 必 去 考 虚 排 除 性 论 的 方法 ， 因 为 稀有 这 种 绝对 的 
悖 论 出 现 ， 那 么 研究 它 也 无 许 于 事 。 当 然 ， 我 们 也 不 相信 会 有 这 
种 迟 论 出 现 。 由 此 可 见 ， 当 我 们 给 蛋 论 下 定 愉 的 时 候 ， 如 果 忘 记 
了 相对 于 某 一 理论 体系 这 个 前 提 ， 将 会 造成 怎样 的 误解 。 第 二 ， 
并 非 每 个 悖 论 都 要 陈述 为 一 个 命题 或 某 一 语句 的 形式 ， 有 的 惊 论 
往往 要 有 一 个 推演 过 程 来 表现 .第 三 ， 从 一 些 著名 的 悖 论 的 陈述 
形式 来 看 ， 大 们 并 不 习 插 于 要 求 把 每 个 侍 论 都 化 归 为 肯定 等 价 于 
咨 定 的 形式 ， 也 可 用 侍 一 系统 中 并 存 的 两 个 互相 了 矛 振 的 命题 来 表 
述 一 个 埃 论 。 例 如 ， 古 典 集合 论 中 的 康 托 导论 就 是 一 向 ， 人 们 习 
惯 于 把 它 表 述 为 让 < 了 PC 四) 和 调 汪 玖 凋 ) 这 样 两 个 互相 子 盾 的 命 
题 ， 并 没有 也 不 必 攻 化 归 为 两 信子 盾 命 题 的 等 价 式 。 综 上 所 述 ， 
我 们 认为 孤立 地 用 冰 定 等 价 于 否定 来 作为 收 论 前 定义 是 不 够 合理 
而 全 面 的 ， 

所 以 ， 我 们 主张 采用 A,A,Fraenkel 与 Y,Bar-Hillel 的 说 
法 ， 如 果菜 一 理论 的 公理 和 推理 原则 看 上 去 是 合理 的 ， 但 在 这 个 
理论 中 却 推 出 了 两 个 互相 蔬 盾 的 命题 ， 或 者 证 明了 这 样 一 个 
命题 ， 它 表现 为 本 个 豆 相 和 盾 的 人 是 的 等 价 式 。 那 么 ， 我 们 就 说 
这 个 理论 包含 了 一 个 悖 论 。 我 们 认为 ， 这 样 来 定义 悼 论 较 为 人 
而 合理 ， 因 为 在 这 和 胃 了 是 条 一个 入 论 攻 是 覃 对 了 芝 
胜 论 系统 栅 言 的 。 其 次 又 指出 了 一 个 导论 襄 以 表现 为 某 一 理论 系 
统 中 两 个 孔 档 矛盾 的 命题 的 形式 。 最 后 才 指 出 ， 悼 论 也 可 集中 地 
表现 为 肯定 等 价 于 否定 的 复合 命题 。 这 样 看 来 ， 当 前 流行 的 那 种 ， 
证 久 法 ,就 只 是 抽取 了 Freee 肝 过 中 的 地 后 呈 全 作为 信 认 的 
定义 ， 这 当然 是 不 够 全 面 面 合理 了 。 另 外 ,在 Fyaenkel 陈述 中 的 
尝 芝 全 放 ， 不 光大 明了 全 - 迟 论 总 相对 于 森 一 系统 这 一 点 ， 十 
分 重 楼 的 是 在 这 潮 强 涯 了 该 系统 的 公理 和 推理 原则 看 上 去 是 合 
的 ， 如 末 不 强调 带 出 这 一 点 ， 那 么 我 们 就 可 轻而易举 地 把 -… 些 明 
显 的 学 盾 命题 浇 合 在 一 起 算 作 … 个 系统 ， 然 后 宣布 在 这 个 系 绪 中 
创造 性 地 发 现 了 许多 迟 论 。 
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关于 昼 论 的 起 源 ， 可 以 追 湖 到 十 希腊 和 我 国 先 秦 哲 学 时 代 ， 

但 在 奢 时 大 其 往 后 的 一 个 枉 当 长 的 具 中 时 期中， 惧 论 往往 泛 指 氛 
. 些 推理 过 程 看 上 去 是 合理 的 ， 但 推理 的 结果 却 又 违背 客观 实际 ， 
例如 ， 闭 名 的 世 庄 悖 论 便 属 于 这 一 类 悖 论 . 

在 历史 上 ， 还 有 另 一 种 与 之 相反 的 情形 而 称 之 为 悖 论 的 ， 那 
就 是 由 于 新 概念 的 引入 而 违背 了 具有 历史 局 限 性 的 传统 观念 ， 这 
也 一 时 称 为 分 论 的 发 现 。 这 就 不 是 推理 看 .上 去 好 象 是 合理 的 问 
题 ， 而 是 传统 观念 貌似 真实 的 事 了 。 例 如 Galilei 对 平方 数 与 自 
然 数 一 - 对 应 的 发 现 而 将 慎 于 全 体 大 于 部 分 的 原则 ， 在 历史 上 也 
称 为 Galilei 悖 论 。 这 就 不 是 Galilei 的 发 现在 推理 上 的 问题 ,而 
是 由 于 全 体 大 十 部 分 的 直观 原则 总 从 有 限 数量 的 事物 关系 中 拍 象 
出 来 的 ， 自 然 不 适用 无 穷 集合 的 情形 了 .诸如 此 类 的 悖 论 还 可 烈 
举 ， 例 如 ， 鲍 鱼 的 二 难 沦 等 ， 但 所 有 这 些 与 我 们 今 闪 所 讲 悖 论 的 
含义 已 略 有 距离 、 因 之 ， 述 其 一 、 二 就 不 作 更 多 的 讨论 了 ， 

让 史上 ， 与 今天 所 讲 迁 论 的 含义 较为 切 近 并 可 看 作 迟 论 之 直 
接 起 源 的 是 这 样 一 和 件 事 。 公 元 前 六 世纪 ， 克 时 特 哲 学 家 Epime- 
nides 发 现 了 一 个 实际 上 没有 构成 悖 论 的 圭 论 .其 原始 命题 是 ， 一 
个 克 显 特 人 说 : “所 有 的 克 里 特 人 所 说 的 每 一 句 话 都 是 谎话 ”， 
试问 这 名 话 是 真是 假 。 如 孙 它 是 次 话 ， 则 因 这 旬 话 也 出 自 一 个 克 

. 里 特 人 之 口 ， 改 按 此 话 的 论断 可 推 知 这 句 话 为 假 。 因 之 ， 由 这 各 
话 的 真 可 导 圣 它 为 假 。 但 反 过 来 ， 街 设 这 名 话 为 优 ， 则 并 不 导致 
任 向 了 矛盾， 但 仅 击 它 的 真 下 导致 它 为 假 这 一 点 而 言 ， 就 足以 引 人 
广 旧 了 。 

在 此 厅 便 担 出 ，. 上 述 间 个 并 菲 慰 论 的 二 论 却 至 含有 被 误 认 为 
佬 论 的 情况 , -其实 是 一 种 诬 解 或 厂 忽 。 因 为 假定 这 介 话 是 假 ， 并 
不 引起 耶 古 ， 更 推 不 出 它 为 焉 ， 至 多 说 并 非 每 个 克 里 特 人 总 说 
训 。 另 外 。 让 历史 上 ， 这 个 原来 认为 是 峙 论 而 实际 上 不 是 收 论 这 
一 点 也 早已 为 人 们 所 觉察 ， 并 设法 修 政 它 。 最 先是 Eubulides 
《公元 前 4 世纪 》 拒 上 述 命 题 改 述 为 ， 现 在 我 说 的 是 一 句 假 话 , 这 
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就 是 我 们 下 文 所 要 分 析 讨 论 的 “强化 了 的 址 谎 者 悖 论 ”， 对 此 牺 
且 不 谈 。 又 有 多 素 指出 ， 如 此 假定 了 在 此 党 里 特 人 说 这 句 话 
之 前 的 每 个 交 里 特 人 所 说 的 每 句 话 党 为 假 话 这 样 一 个 前 提 ， 则 上 
述 诛 始 命 题 便 构 上 成 伴 论 。 因 由 上 始 命题 的 颠 导 至 它 为 假 已 如 .上 
述 , 现 假定 原始 命题 为 假 , 则 宇 少 有 -… 个 克 所 特 和 说 过 - : 馈 真 话 ， 
但 因为 有 了 [上 这 样 一 个 前 提 ， 这 就 有 且 仅 有 这 一 原始 命题 是 真 
话 。 获 又 由 它 的 假 导 至 了 它 为 束 。 这 就 构成 了 现代 意义 下 的 一 个 
伟 论 。 伍 是 这 样 -- 个 前 提 坟 强 ， 无 非 是 在 人 为 地 制造 蛋 论 罢了 。 
青 举 一 个 例子 ， 一 个 人 说 ! “上帝 是 全 能 的 , 全 能 就 是 胜 过 一 
切 ”， 试 问 此 话 真 、 假 如 何 ? 设 其 为 真 , 则 可 问 ， “上 帝 能 藻 创造 
一 个 对 手 来 击败 上 迎 双 ? ” 旭 果 能 ， 则 了 上 上帝 就 要 被 上 帝 自 己 创 造 
出 来 的 对 平 击 玖 ， 故 上 帝 并 非 信 能 。 如 来 不 能 ， 就 说 明 上 帝 还 有 
事情 做 不 到 ， 即 并 非 全 能 。 不 论 何 说 ， 均 导 双 上 帝 伞 能 这 句 话 为 
假 。 但 是 ， 反 过 来 设 这 甸 话 为 假 ， 则 并 术 导 至 任何 于 盾 ， 全 能 的 
上 帝 本 来 就 不 存在 。 
以 上 二 例 均 不 构成 悖 论 ， 却 指明 了 一 个 肥 糙 推理 ， 即 当 否 定 
者 由 身 被 包括 在 被 次 定 的 对 象 中 时 ， 则 否定 者 必然 走向 它 的 反 
面 ， 上 帝 全 能 原 要 否定 一 切 ,因为 上 帝 自 已 也 置 革 于 这 一 切 之 中 ， 
结 来 必然 否定 上 帝 自 己 。 彰 例 中 那个 克 里 特 人 也 是 一 样 ， 由 于 他 
自身 就 是 克 里 特 人 ;" 必然 导 到 他 自身 说 谎 . ， 
后 来 ， 人 们 上 着 Epimenides 的 原始 命题 ,终于 构造 了 等 价 于 
上 述 Epimenides 命题 的 强化 了 的 扩 谎 者 侵 论 ， 即 “永恒 手 说 谨 者 
悼 论 ”， 陈 述 如 下 ! 
(在 本 页 本 行 里 所 写 的 那 乌 话 是 谎话 ) 
由 于 上 一 行 里 除了 这 人 句 话 本 壬 之 外 别 元 任何 其 他 的 话 ， 因 此 ， 这 
是 一 句 话 中 套话 的 话 ， 而 被 楼 之 话 就 是 套 它 之 话 自身 ， 于 是 车 设 
该 话 为 真 。 则 缕 针 认 该 话 之 结论 ， 从 而 导 至 读 话 为 谎话 。 若 设 该 
” 话 为 说 话 ， 则 应 肯定 谈话 结论 的 反而 为 真 ， 因 之 推出 该 话 为 真 ， 
这 就 查 正 村 成 了 狐 代 意义 下 的 一 个 迟 论 。 问 题 出 在 什么 地 
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方 ? 这 是 由 于 语 言 层 次 的 福 乱 ， 规 论断 是 真是 假 的 话 与 去 论断 它 
的 话 混 而 为 一 。 如 果 在 下 一 . 行 写 上 -一 向 话 : 

(4 〉 现 在 在 下 雨 ， 
然后 再 在 下 一 行 写 一 旬 话 : 

《8 ) 前 一 行 里 写 的 那 名 话 是 谎话 ， 
这 就 不 能 构成 舍 论 。 话 (8) 是 真是 假 ， 要 看 (4) 的 真 假 ， 而 
C4) 的 半 假 决定 于 现在 是 否 下 十 。 在 这 里 , 话 (4) 是 被 论断 
的 话 ， 而 话 (B) 是 对 〈4)》 去 作 论断 的 话 . 故 “强化 了 的 撒谎 者 
导论 ”的 症结 就 在 于 作 论断 的 话 与 被 论断 的 话 泄 而 为 一 。 所 以 ， 
这 个 收 论 的 排除 在 于 语言 的 分 层 ， 这 正 是 近代 语义 学 产生 发 展 的 
原因 ， 也 下 是 语义 学 所 研究 的 重要 内 容 。 

最 近 美 国 数理 到 辑 学 家 Smuliyan 写 了 一 本 书 ,其 世 名 为 “这 
本 书 的 书 名 叫 什么 ? ” 现 把 这 本 书 放 在 桌子 上 ， 并 有 甲 、 乙 、 丙 
三 个 人 刘 头 它 ， 因 为 甲 不 识字 而 指 着 该 书 问 ，“ 这 本 书 的 书 钾 出 
什么 ? ”而 乙 又 接着 指 着 这 本 书 说 。 “这 本 书 的 书 名 过 仁 么 ?9 > 
这 时 再 在 考虑， 刚才 乙 讲 这 名 话 算是 回答 甲 的 问题 昵 ? 还 是 在 重 
复 甲 的 提问 呢 ? 而 和 且 乙 可 以 叫 别人 永远 猪 不 着 ， 因 为 这 既是 问 也 
是 答 。 和 但 是 ， 如 果 己 诚心 想 回答 甲 的 问题 而 又 愿意 把 话说 得 清楚 
些 ， “这 本 书 的 书 名 就 时 做 《这 本 书 的 书 名 叫 什么 ? 》” 。 这 就 
不 致 引起 内 的 烦 昼 了 。 在 这 里 ， 同 样 存在 着 语义 学 的 问题 . 


$2 悖 论 举例 和 数学 三 次 危机 


悖 论 的 出 现 ， 本 来 并 没有 引起 数学 家 和 贤 辑 学 家 的 重视 ， 似 
平 古 昔 相 传 的 悖 论 只 是 人 为 地 制造 出 来 的 话 和 事 ， 并 不 值得 介 
意 。 直 到 十 九 世 纪 九 十 年 代 ， 停 论 在 数学 的 基础 学 科 集 合 论 员 出 
现 了 ,这 样 才 开 始 引 起 数学 家 的 注意 , 例如 ,下 述 Burali-Forti 蛋 
论 最 时 是 集 论 的 创始 者 康 托 在 1895 年 发 现 的 ， 但 他 没有 公开 ， 
继 之 由 Burai - Forti 在 1897 年 发 更 。 如 所 知 ， 在 超 限 数论 中 有 
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如 下 的 一 些 定理 ， 
定理 1 任何 _. 个 良 序 集 4 不 能 与 4 的 任何 甬 段 4 相似 ， 
定理 2 内 由 序数 所 组 成 的 梨 ， 接 其 大 小 为 序 排列 时 , 必 为 一 
良 序 集 ， 
定理 $ 一 切 小 于 序数 < 的 序数 所 组 成 的 良 序 集 柬 。 的 新 数 
玉 , 就 是 序数 a， 即 玉 。= a. 
现 将 一 切 序数 汇集 在 一 起 组 成 一 集 ， 记 为 了 ， 这 贝 康 托 用 以 
造 集 的 概括 原则 是 可 以 办 到 的 。 于 是 ， 册 定理 2, 太 可 编 成 良 序 
人 全， 故 工 有 一 序数 r， 即 卫 = +。 既 然 了 是 一 切 序 数 所 组 成 的 良 序 
集 , 故 *ET, 于 是 卫 ， 人 人 由 定 
理 3， 玉 .= r; 因 此 ， 由 大 = r+ 和 ,= 7 而 知 了 = 这 表 明和 良 序 
梨 T[ 的 序数 与 它 的 一 个 截 段 ,的 序数 相同 ， Wr 子 盾 
于 定理 1， 这 就 是 Burali-Forti 圭 论 ， 
继 此 之 后 ， 过 了 两 年 ， 康 托 在 1899 年 丸 发 现 了 一 个 悖 论 ， 人 
们 称 之 为 康 托 悖 论 ， 现 陈述 如 下 ， 
如 所 知 ， 在 占 典 集 论 中 有 所 谓 
痕 托 定理 在 何 集 人 台 以 的 基数 普 小 于 者 集 PC 的 基数 
PC 种 )。 其 中 所 请 秋 集 ， 就 是 任 给 一 集 克 ， 由 于 的 一 切 子 集 所 组 
成 揭 集 合 称 为 并 的 寡 集 、 并 记 为 了 对 )。 
这 桩 一 来 ， 根 据 集合 论 的 概括 原则 ， 可 有 一 切 集合 所 组 成 的 
全 uw。 由 康 托 定理 知 #<P()， 另 一 方面 ， 又 可 证 P(v) 为 8 
的 一 个 了 集 ， 事实 上 ， 诬 xEP(C2)， 则 x 为 4 的 一 个 子 集 ， 玖 x 为 -- 
硕 xE4&, 因 之 POD) 伍 x， 即 P() 为 # 的 子 集 ， 从 而 P(w) 的 基 
数 小 于 等 于 2 的 站 数 ， 却 BCW) 志 ww 于 盾 。 这 就 是 康 托 悖 论 ， 
直到 1900 年 为 止 ， 虽 然 上 述 集 合 论 中 的 悖 论 出 现 了 ， 但 是 ， 
一 则 由 于 康 托 对 此 不 加 公开 ， 二 则 也 并 不 引起 知情 的 数学 家 的 不 
安 ， 认 为 这 仅仅 是 牵涉 到 集合 论 中 一 些 较 为 专门 的 技术 性 问 
题 ， 只 要 把 一 些 定理 的 证 明 作 些 握 整 和 修改 ， 便 可 解决 问题 ， 从 
而 在 当时 竟 形 成 了 一 个 充满 着 安全 感 的 局 面 ， 亦 即 ， 
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混合 论 的 慨 念 是 次 辑 概念 ， 而 且 一 般 认 为 集合 是 属于 懂 绑 
的 ， 逆 辑 侈 旺 论 似乎 应 该 是 设 有 涯 盾 的 . 因此 ， 归 约 到 了 集合 
论 ， 看 来 癸 要 达到 目的 了 。 芍 确 ，1900 年 ， 在 巴黎 召开 的 国际 数 
堂 会 议 上 ， 法 国 大 数学 家 庞 卡 莱 宣 称 ，“ 数 学 的 严格 性 ， 看 来 今 
天 才 可 说 是 实现 了 ”。 事 实 上 ， 当 时 的 数学 家 都 喜气 洋洋 ， 非 常 
乐观 . . 

以 前 ， 对 手 菲 欧 兄 和 何 的 不 矛盾 性， 了 欧 氏 几何 的 不 了 矛盾 笑 ， 实 
数论 的 不 巴 拓 性 等 等 ， 人 们 虽然 不 能 马上 作出 证 明 ， 但 大 家 都 相 
信 冬 会 导致 子 盾 ， 事 实 上 也 从 来 遇 到 出 更 了 矛盾 的 麻烦 。 

现在 已 把 这 些 理论 的 不 耶 盾 性 直接 间 寝 地 归 约 到 和 集合 论 的 不 
蔬 盾 往 ， 忆 致 人 们 更 吉 相 信和 集合 论 绝 水 会 出 现 牙 盾 . 

但 是 ， 安 全 的 粗 象 为 时 不 长 ， 事 栅 不 到 两 年 ， 罗 素 蛋 论 出 
现 了 ， 这 可 惊动 了 整个 西方 哲学 界 、 偿 辑 学 界 和 数学 界 ， 因 为 
大 们 对 罗 索 性 论 稍 如 分 析 ， 就 发 现 了 只 要 用 逻辑 术语 来 兰 代 集合 
论 术 语 ， 罗 素 圭 论 就 要 直接 率 涉 到 商 辑 理论 本 身 ， 从 而 直接 冲击 
了 数学 和 化 辑 学 这 两 门 一 向 认为 严 阁 的 学 科 ， 这 就 不 能 不 使 填 论 
问题 成 为 数学 界 和 多 辑 学 界 认 真 研究 的 课题 ， 现 将 只 素 停 论 陈 膛 
如 下 : . 

集合 可 分 为 两 种 ， 一 种 是 本 自分 子 集 ， 例 如 ， 一 切 概念 所 组 
成 的 集 ， 由 于 它 本 身 电 是 一 个 概念 ， 所 以 必 为 该 集 息 向 的 一 个 元 
素 。 尽 如 一 切 集 合 所 组 成 的 集 全 也 是 一 个 本 半分 子 集 。 另 一 种 是 
非 本 身分 子 集 ， 例 如 ， 和 骨 然 数 集合 六 决 不 是 某 人 自然数 a, 这 样 ， 
任 给 一 集 好 ， 它 不 是 本 身分 子 集 就 是 非 本 身分 子 集 ， 不 应 有 其 他 
例外 , 现 考虑 一 急 非 本 身分 子 集 的 集 了, 试问 Z 是 哪 -一 种 集合 ? 车 
设 3 为 本 身分 子 集 , 则 2 为 自身 的 一 个 元 素 ,而 2 之 每 一 元 丝 为 非 
本 身分 子 集 , 故 2 亦 应 是 一 个 非 本 身分 子 集 ,再 设 2 为 斐 本 身分 子 
集 ,前 一 切 非 本 身分 子 集 皆 在 2 之 中 , 故 开 亦 应 在 其 中 , 因 之 又 
是 一 个 本 身分 子 集 ， 不 论 哪 种 说 法 都 说 不 通 、 这 就 是 罗素 眉 
论 。 
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罗素 悖 论 的 上 出现， 不 仅 对 放 卡 菜 关 于 完全 的 严格 笠 已 经 达到 
的 说 法 是 一 个 否定， 而且 直接 动 播 了 他 企图 通过 储 论 米 为 分 析 莫 . 
基 的 信心 . 又 如 德国 数学 家 Dedekind 当 时 正在 为 分 析 数 学 和 数论 
北 打 而 著述 《什么 是 数 ， 其 意义 如 何 ? -一文 ， 运 辑 学 家 兼 数学 家 
Frege 的 巨著 《关于 算术 概念 》 也 接近 完成 ， 由 于 他 们 的 理论 都 
涉及 和 集合 概念 面 延 搁 了 了 上述 著作 的 出 版 ， | 

罗素 悖 论 作 为 被 包含 在 十 帮 集合 论 里 的 -- 个 蛋 论 , 不 仅 很 
快 发 现 它 可 化 归 为 最 基本 的 逻辑 概念 的 形式 ， 而 且 进 一 步 发 现 能 
用 甘 常 语言 来 表述 它 的 基本 原则 ， 罗 素 自己 就 硅 1919 年 把 它 改写 
为 著名 的 理发 师 悖 论 。 现 陈述 如 下 ， 

李 家 村 上 所 有 有 天 胡子 习惯 的 人 可 分 为 两 燃 ， 一 类 是 家 已 给 
自己 天 胡子 的 ， 另 一 类 则 是 育 己 不 给 百 己 乔 前 子 的 ， 李 家 村 上 有 
一 个 有 天 胡 子 习惯 的 理发 师 自己 约定 ;* 给 而 县 内 给 村 子 里 自己 不 
给 自己 刊 归 子 的 人 乔 胡 子 *>， 现 在 要 问 这 个 理发 师 是 属于 哪 一 类 
人 大? 如 果 说 他 是 属 十 自 已 给 自已 乔 胡子 的 一 类 ， 则 按 他 自己 的 约 
定 ， 他 不 应 读 给 他 自己 天 胡 子 ， 因 之 是 一 个 自己 不 给 自己 天 胡子 
的 和 人 人。 再 设 他 是 属于 自己 不 给 舌 己 刊 胡子 的 一 类 ， 则 按 他 自己 的 
约定 ， 他 必须 给 他 自己 广大 子 ， 因 之 他 六 是 一 个 自己 给 和 白 己 刊 胡 
子 的 人 了 。 和 种 种 说 法 都 不 通 ， 这 就 是 所 旋 理 发 师 的 祥 论 ，。 

当然 ， 罗 素 悖 论 及 其 变形 是 大 家 所 熟悉 的 ， 由 于 它 的 重 
要 性 不 能 不 予 叙述 。 绒 便 指 出 ，Zetrtmelo 也 曾 阿 时 独立 地 发 现 了 
这 个 悖 论 ， 所 以 也 有 及 usseii 一 Zermetio 悖 论 之 称 , 此 后 ， 西 方 数 
学 四 和 人 逐 辑 学 界 就 相继 出 再 了 各 种 其 他 形式 和 的 圭 论 ,下 举 
一 、 二 例 。 

Richard 悖 论 在 1905 年 发 现 ， 今 选 定 一 种 语言 ， 例 如 英语 ， 
则 任 一 英语 的 语句 ， 它 总 是 由 26 个 拉丁 字母 中 的 一 些 字 母 〈 可 重 . 
复出 现 ) 、 单 字 与 单 堂 之 阔 的 室 档 和 过 点 所 组 成 的 一 个 符号 序 
列 ， 而 县 是 有 穷 长 的 ， 否 则 这 名 话 便 是 一 句 永 远 涪 不 完 的 话 币 不 
成 其 为 语句 了 。 总 之 ， 我 们 把 任 一 英语 的 庄 句 或 一 段 请 理解 为 由 
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28 个 符号 中 任 选 并 人 亲 重 复出 现 的 有 宽 序 列 。 但 是 ， 出 一 切 这 样 的 
元 一 一 这 种 元 ， 能 力 一 有 限 谨 可 数 的 符号 系 中 的 有 限 多 个 府 号 米 
表示 所 组 成 的 集 是 可 数 的 ， 这 时 ， 在 有 限 符号 系 的 情况 下 并 
容许 任意 长 的 符号 复 侣 。 : 

因 紫 ， 所 有 用 有 限 多 个 字母 拼写 成 的 任意 长 的 字 { 即 有 意义 
或 无 意义 的 字母 的 复合 ) 所 组 成 的 集 是 可 数 的 ,同样 ， 有 由-… 切 书 
籍 ， 一 切 交 响 乐 音 忆 及 诸如 此 类 的 东西 骨 成 的 集 也 是 如 此 ,因此 ， 
一 切 英 语 的 请 芯 集 的 势 是 可 数 的 . 

邻 考虑 记 有 能 用 有 限 铝 英语 的 语句 陈述 的 十 进位 小 数 所 组 成 
的 梨 ， 当 然 5 筷 叉 。 ， 如 焉 5 的 -- 切 元 便 可 排 成 可 数 序 列 

E; 站 8,， Da， 机 日。 ， “ 

更 定义 一 个 十 进位 小 数 帮 如 下 : “2 妇 洒 互 中 第 2 个 小 数 的 第 na 位 小 
数 的 数字 是 #， 则 规定 N 的 第 4 位 小 数 的 数字 是 p+ 1, 而 当 户 = 9 时 ， 
则 为 0 【 黄 详 为，Let N be a number definied os follows,If 
ihe nth figure in the nth decimal is p, let the figure in N 
be p+1l (or 0 计 p=9) ] ,因此 ，N 是 一 个 能 用 有 限 名 英语 
的 庄 甸 所 陈述 的 十 进位 小 数 ， 故 NEE， 但 又 由 NN 的 定 六 可 知 N 
与 £ 中 之 每 一 个 十 进位 小 数 皆 一 有 穷 差 位 。 故 按 有 穷 差 位 判别 
法 可 知 ，N 与 中 之 一 切 元 丝 相 异 ， 砍 和 NE#E。 也 盾 ,此 即 
Richard 什 论 。 

基于 所 谓 有 穷 可 定义 概念 《Dixon，1906) 可 以 构造 出 与 
Richatd 神 论 同类 型 的 一 系列 导论 ， 举 二 例 如 下 ， 

《一 ) 试 考虑 一 切 能 用 有 限 句 英语 语句 陈述 的 超 穷 序数 的 集 
工 ， 并 简称 I 中 之 任 一 元 为 可 定义 的 超 穷 序 数 ， 完 全 类 似 的 可 知 上 
= 从 o 但 超 穷 序数 却 有 不 可 数 多 ,那么 不 妨 称 那些 不 属于 开 的 超 
穷 序数 为 不 可 定义 的 超 穷 订 数 。 这 些 不 可 定义 的 超 穷 序数 中 必 有 
一 个 最 小 的 ， 设 为 *， 于 是 * 生 工 。 另 方面 ， 我 们 就 用 “he feast 
indefinable ordinal” [最 小 的 不 可 定义 序数 ] 来 陈述 r>， 则 应 有 
rE 工 。 了 矛盾 。 此 为 一 俩 ， 
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(二) 由 于 每 一 个 自然 数 都 能 用 一 个 英文 词汇 或 短语 去 措 太 
它 ， 而 每 个 英文 词汇 或 宕 请 总 是 用 有 限 多 个 英文 字母 组 成 的 ， 其 
中 凡 重 复 几 深 出 现 的 字母 就 间 时 算 儿 个 字母 ， 俩 如 ，100 是 由 机 
#、f、 有 4、rT、e、d 七 个 字母 描述 的， 同时 也 可 用 “站 次 于 101 之 
前 的 自然 数 ” 或 “大 于 99 的 最 小 自然 数 ” 等 等 英文 的 每 语法 描 
述 ， 那 么 ， 在 各 种 各 样 的 描述 中 总 有 有 一 种 所 用 的 字母 最 少 ， 特 称 
这 种 描述 为 最 简 描 述 。 邻 考 虚 :一切 至 多 只 用 100 个 英文 字母 
就 能 描述 的 自然 数 的 集 5” 可 证 5 为 有 限 集合 ,事实 上 ， 对 于 每 一 
个 黄 文 字 幢 ， 可 有 2 种 选择 ， 或 者 不 选 ， 计 有 27 种 选择 。 因 之 ， 
充其量 只 有 27' " "种 可 能 的 朱 述 ， 就 算 其 中 每 一 种 措 述 都 是 上 述 
章 尽 下 的 最 简 描 述 ， 那 么 ， 由 这 27 "种 描述 也 只 能 描述 有 眼 多 
个 自然 数 ， 因 之 ，5 之 元 素 的 个 数 必 为 有 有 有限 。 今 N 为 全 体 由 然 数 
的 集 ， 故 育 并 = NN 和 NS 关 忆 ,既然 型 为 非 空白 然 数 集 ,于 中 必 有 最 修 
自然 数 mw (和 良 序 集 之 任 一 子 集 必 冯 首 元 )， 因 此 , 一 方面 由 于 m 
EM 和 i 知 [mm 是 一 个 仅 用 少 于 或 等 于 100 个 英文 字母 所 不 能 撒 述 的 
自然 数 1 ， 但 是 ， 我 们 可 用 下 面 一 刹 话 来 描述 mi 用 至 多 100 个 字 
其 所 水 能 描述 的 自然 数 中 最 小 的 那个 自然 数 。 现 在 把 这 各 话 详 成 
英文 【the least positive inieger which cannot be described 
i at most hundred leiters ] ， 内 要 数 - 一 下 邮 知 只 用 了 67 个 字 赂 
[是 一 个 用 少 于 1 罗 0 个 字母 所 能 描述 的 自然 数 】， 献 mE5， 于 
是 w 儿 股 ， 池 盾 。 总 之 ， 这 是 用 少 于 100 个 英文 字母 去 描述 了 一 个 
少 于 或 等 于 100 个 字母 所 不 能 描述 的 自然 数 . 这 是 与 Richard 悖 
论 同 类 型 之 悖 论 的 又 一 例 ， 

我 们 再 讲 一 个 Grelling 悖 论 ，. 它 在 1908 年 被 发 现 ， 在 我 们 日 
常 语言 中 ， 一 个 形容 词 可 技 其 所 描述 的 性 质 是 否 符 合 于 该 形 寄 词 
本 身 而 分 为 两 类 + 凡是 符 台 的 称 为 自 状 的 ， 凡 是 不 符合 的 称 为 
非 委 装 的 例如， 形容 词 《中 文 的” 是 自 状 的 ， 因 为 不 仅 可 以 指 
着 任何 中 文 的 节 、 语 名 或 词 等 等 说 ，“ 这 是 中 文 的 ”， 同 时 也 可 
指 着 “中文 的 ? 三 个 字 说 ，“ 这 是 中 文 的 ” ， 即 可 用 它 自 才 来 形 
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容 它 自身 ， 或 者 说 形容 词 所 形容 的 性 质 与 它 自身 相符 合 ， 所 以 它 
是 自 拱 的 。 反 之 ，“ 英 文 的 ” 却 是 菲 锯 状 的 , 我 们 能 指 着 “book?” 
说 ， “这 是 英文 的 ”， 却 不 能 指 着 “英文 的 ” 三 个 字 说 ， “这 是 
英文 的 ”， 国 为 它 明明 是 中 文字 ， 亦 即 “英文 的 ”这 个 形容 词 所 
描述 的 性 质 与 它 自身 不 相符 合 。 又 如 “ 字 ” 是 自 状 的 ， 因 为 它 本 
身 也 是 一 个 字 。 但 “ 螂 的 ”是 非 自 状 的 ， 因 为 它 本 身 不 是 贺 的 ， 
而 是 方块 的 。 如 此 、 则 所 有 的 形容 词 被 划分 为 自 状 的 与 非 自 状 的 
两 大 类 ， 但 “ 非 自 状 的 ”也 是 个 形容 词 ， 试 问 它 属于 那 一 类 。 车 
设 形容 词 “ 非 自 状 的 ”是 非 自 状 的 ， 则 正好 与 它 自 洁 相 符合 ， 
汉 接 忆 尺 它 尼 法 是 自 抽 的 ， 央 疫 < 笑 自 决 的 ”上 自 其 的 ， 风 下 好 
与 它 自身 不 相符 合 ， 则 它 又 应 该 是 非 自 状 的 。 不 论 哪 种 说 法 都 说 
不 通 ， 这 就 是 Grelling 任 论 。 

还 有 许多 其 他 形式 的 售 论 ， 我 们 就 不 一 一 列举 了 。 但 是 ， 不 
能 不 把 与 个 论 问题 相关 的 并 称 为 数学 史 二 = = 次 危机 的 炎 事 作 一 术 
要 的 陈述 

公元 前 五 世纪 ， 一 个 希腊 人 ，Pythagoras 学 派 的 希 帕 索 斯 ， 
发 现 了 等 采 直 角 三 角形 的 直角 边 与 斜 边 不 可 通 约 ， 从 而 导致 了 数 
学 的 第 一 次 危机 。 事情 是 这 样 的 ， 当 时 人 们 还 处 在 刚刚 从 自然 数 
概念 脱胎 而 形成 有 理 数 概念 的 早期 阶段 ， 对 于 无 理 数 的 概念 是 一 
无 所 知 ， 因 此 ， 当 时 人 们 的 普遍 见解 是 确信 一 - 切 量 都 可 以 用 有 理 
数 来 表示 。 亦 就 是 说 ,让 任何 精确 度 的 范围 内 的 任何 重 ， 总 能 天 
示 为 有 理 数 ， 这 在 当时 已 成 为 希 腾 人 的 一 种 普遍 倍 全 ; 这 就 是 
Pythagoras 学 派 形成 其 现 点 和 信条 的 前 提 。 人 在 毕 氏 学 派 看 来 ， 
不 仅 深 信 数 的 和 谐 与 数 是 万 物 的 本 源 ， 而 字 宙 闻 揭 一 切 现 锭 都 能 
归结 为 整数 或 整数 比 已 成 为 他 们 的 信条 。 如 此 ， 上 述 希 四 索 斯 的 
这 一 发 现 ， 就 成 为 芒 雇 和 违反 当 识 的 事 ， 不 仅 严重 般 犯 了 毕 氏 
学 派 的 信条 ， 同 时 冲击 了 当时 希腊 人 的 普遍 见解 ， 不 能 不 使 人 们 
感到 惊奇 不 安 ， 同 时 也 可 音 作 是 一 种 悖 论 的 册 现 ， 所 以 这 一 事件 
堪 称 为 数学 史上 的 第 一 次 危机 ， 相 待 毕 氏 学 派 就 因 这 一 发 现 而 把 
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希 柏 索 斯 投入 海中 处 死 ， 由 为 他 在 字 宙 间 搞 出 了 一 个 直接 否定 毕 
氏 信 条 的 人 怪物。 但 是 希 白 索 斯 的 伟大 发 现 却 是 酒 不 死 的 ， 它 以 直 
强 的 上 生命力 被 广 为 流 待 ， 迫 使 人 们 去 认识 和 理解 自然 数 及 其 比 

《有 理 数 ) 不 能 包括 一 急 几 何 量 , 追 使 毕 氏 学 派 承 认 这 一 悖 论 和 
提出 音 子 概念 去 解决 这 一 惨 论 ， 单 子 概念 是 一 种 如 此 之 小 的 度量 
单位 ， 以 致 本 身 悬 不 可 度量 却 又 要 保持 为 一 种 单位 。 这 或 许 是 企 
图 通过 无 限 来 解决 问题 的 最 早 努 力 。 但 是 ， 毕 氏 学 派 的 努力 却 又 
` 引起 了 世 诺 认为 一 个 单子 或 者 是 0 或 者 不 是 0， 如 果 是 9， 则 1 无 穷 
多 个 单子 相 加 也 产生 不 了 长度， 如 果 不 是 0， 则 由 无 穷 多 个 单子 
组 成 的 有 限 长 线段 应 该 是 无 限 长 的 ， 不 论 何 说 都 了 矛盾， 所 以 ， 连 
而 著名 的 芝 诺 蛋 论 在 内 也 都 丸 为 数学 第 一 次 危机 的 组 成 部 分 。 另 
一 方面 ， 叉 由 于 上 述 可 称 为 希 帕 索 斯 屠 论 的 出 再 ， 进 一 步 促 使 入 
们 从 依靠 直 觉 、 经 验 而 转向 依靠 证 明 ， 导 至 了 公理 几何 学 与 过 辑 
学 的 诞生 。 

数学 史上 把 十 八 世纪 微 积分 诞生 以 来 在 数学 界 出 现 的 混乱 局 
面 称 为 数学 的 第 二 次 危机 .如 所 知 ， 在 十 七 世纪 和 整个 十 八 世纪 
出 于 微 积 分 理论 的 产生 及 其 在 各 个 领域 里 的 广泛 应 用 ， 使 得 微 积 
分 理论 得 到 了 飞速 的 发 展 。 但 在 另 一 方面 ， 整 个 微 积 分 理论 却 建 
立 在 含糊 不 清 的 无 穷 小 概念 上 ， 从 而 没有 一 个 牢固 的 基础 ， 遭 到 
了 来 自 各 个 方面 移 非 难 和 攻击 。 其 中 以 Berkeley 大 主教 对 微 积分 
的 攻击 最 为 激烈 。Berkeley 批 判 了 牛顿 的 许多 论 点 ， 例 如， 在 
求 曲 边 形 的 面积 一 六 中 , 牛顿 说 他 避免 了 无 穷 小 , 他 给 x 以 增 
胡 0， 展 开 (x+ 0)"， 减 去 x"。 再 除 以 0， 求 出 x' 的 并 量 与 + 的 增 量 
的 比 ， 然 后 扔 掉 0 的 项 ， 从 而 得 到 x' 的 流 数 。Berkeley 说 牛顿 首 
先 给 x 一 个 增 量 , 然 后 让 它 是 0, 这 违背 了 背 反 律 ， 至 于 导数 被 当 作 
#y 与 * 消 失 了 的 增 量 之 比 ， 即 码 与 dx 之 比 ，Berkeley 说 它们 既 不 是 
有 限量 也 不 是 无 穷 小 量 , 但 又 不 是 无 。 这 些 变 化 率 只 不 过 是 消失 
了 的 量 的 抵 魂 。Berkeley 之 激烈 玫 击 微 积 分 主要 是 出 于 他 被 端 
他 殿 于 当时 自然 科学 的 发 展 所 造成 的 对 宗教 信仰 的 日 益 增 长 的 威 
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胁 。 但 也 正 由 于 当时 的 微 积 分 理论 没有 一 个 这 固 的 基础 。 致 使 来 
自 各 方面 的 非 难 和 攻击 亿 平 吉之 有 理 。 历 史上 ， 曾 称 Berkeley 如 
上 之 论述 为 Berkeley 迁 论 ， 侧 及 迪 使 数学 家 不 能 不 认真 对 待 这 个 : 
悖 论 ， 借 以 解除 数学 的 第 二 次 危机 ， 柯 西 详细 而 有 系统 地 发 展 极 
艰 论 ，Dedekind 在 实数 论 的 基础 上 证 明 极限 论 的 基本 定理 ， 还 
有 有 康 托 与 外 尔 斯 特 拉 斯 都 加 入 了 为 微 积分 理论 寻找 牢固 基础 的 工 
“. 作 ， 发 展 了 极限 理论 ， 

普遍 认为 ， 由 于 严格 的 微 积分 理论 的 建立 ， 上 述 数 学 史上 的 
两 次 危机 已 经 解决 。 粗 在 事实 上， 建立 严 格 的 分 析 理 论 是 以 实数 
理论 为 基础 的 ， 而 要 建立 严格 的 实数 理论 又 必须 以 集合 论 为 基 
础 ， 而 集合 论 的 诞生 与 发 展 ， 却 又 偏偏 出 现 了 一 系列 的 导论 ， 册 
此 而 构成 了 更 大 的 危机 ， 在 今天 ， 人 有 和 异 当 地 把 集合 论 二 论 的 出 
钥 及 其 所 引起 的 争论 局 面 称 之 为 数学 的 第 三 次 危机 。 因 此 ， 在 一 
定 程度 上 讲 ， 数 学 第 三 次 危机 乃 是 前 两 次 危机 的 发 展 和 深化 ， 因 
为 集合 论 的 悖 论 所 涉及 的 问题 更 加 深刻 ,涉及 的 范围 更 为 广 阅 ， 
. 本 篇 的 内 容 实 际 上 就 是 从 某 一 角度 全 面 讨论 数学 的 第 三 次 危机 ， 
因为 我 们 在 这 昌 始 终 货 穿 了 对 这 次 危机 的 产生 和 寻 近 解决 方 案 等 
情况 的 讨论 和 描述 ， ， 


$3 策 莫 洛 对 悖 论 的 解决 方案 


随 着 圭 论 的 出 现 和 研究 ， 扒 动 了 人 人 们 从 你 辑 和 芹 学 的 角度 深 
入 研究 数学 基础 中 的 问题 ， 并 取得 了 积极 的 成 果 。 了 既然 集合 论 出 
现 了 并 盾 ， 人 们 当然 可 以 把 数学 建 基 于 别 的 理论 之 荆 ， 而 把 集合 
论 彻 诡 描 弃 ， 但 是 ， 经 过 探索 ， 发 觉 别 的 理论 更 不 好 和 弄 ， 更 难于 
运用 ， 不 及 集合 论 方便 有 力 ， 所 以 大 家 都 致力 于 集合 论 的 改造 
了 。 改 造 的 方案 主要 有 二 ， 一 是 罗素 的 类 型 论 , 二 是 策 莫 洛 
《Zermelo， 已 .1871-1953) 的 公理 集合 论 。 

应 当 指出 ， 罗 素 对 于 悖 论 的 研究 很 有 摧 献 ， 这 是 许多 数学 家 
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和 肥 辑 学 家 所 公认 的 ， 虽 然 他 的 理论 在 实践 上 造成 要 大 的 困难 ， 
但 是 现 有 的 一 些 解决 济 论 的 方法 ， 无 未 渊源 于 岁 素 早年 提出 的 见 
解 。 因 为 罗素 是 从 本 质 上 而 不 是 从 个 别 技术 性 细节 上 来 分 析 悖 论 
的 ， 亦 即 罗 素 把 康 托 集合 论 所 导致 的 迟 论 刊 去 了 一 切 数学 上 技术 
性 的 枝 节 ， 从 十 揭示 了 这 样 一 个 惊人 的 事实 ， 即 我 们 的 多 辑 直 觉 
《请 恕 关于 真理 。 概 念 、 存 在 、 集 合 的 直觉》 是 自我 矛盾 的 ， 罗 
素 认 为 一 个 集合 可 以 用 两 种 方法 予以 定义 ， 我 们 可 以 枚 举 它 的 元 
素 ，…… ， 也 可 以 指明 它 的 性 病 ，……， 那 种 枚 举 式 的 定义 称 为 
外 延性 的 定义 ， 而 那 种 指明 杜 质 的 定义 方法 称 为 内 函 式 的 定义 。 
基于 这 样 一 种 考虑 问题 的 准则 ， 寻 找 出 路 的 办 法 有 两 条 道路 可 
走 ， 这 就 是 罗素 当年 所 指出 的 几 个 可 能 方向 中 的 ， 罗 于 称 为 量 性 
有 眼 制 理论 和 曲折 理论 这 样 两 个 方向 ， 更 确切 地 可 称 之 为 外 焉 理论 
和 内 和 函 理 论 。 对 于 罗素 指出 的 曲折 理论 ， 后 来 在 Quine 的 工作 中 
得 到 了 阐发 ， 至 于 量 性 限制 理论 ， 其 最 主要 的 特性 就 是 对 于 全 集 
或 无 限制 的 关于 某 种 现象 的 概念 的 存在 性 加 以 限制 ， 后 来 由 策 莫 
洛 各 其 他 人 质 发 展 起 来 的 公理 化 集合 论 在 涉及 集合 时 就 可 以 看 成 
是 对 这 一 思想 的 阐发 。 现 在 ， 我 们 就 来 分 析 讨 论 策 莫 阁 等 人 和 宾 这 
方面 的 工作 及 其 思想 方法 。 

自从 罗素 悖 论 出 现 以 后 ， 策 莫 次 存 借 肋 于 他 所 说 的 划分 公理 
《或 称 分 出 公理 ) 宁 排除 它 ， 其 法 是 否 有 效 ， 尚 葛 看 看 他 欧 具 体 
做 法 再 作 定论 。 

划分 公理 设 了 为 任 一 集 舍 ，& 的 是 与 五 的 变 元 有 美 的 一 句 
话 ， 由 了 工 中 一 切 能 使 R( 人 成 真 话 的 元 素 可 组 成 一 集合 Fi，， 

显然 ，Lazies ) 三 工 ， 即 工 rr 为 工 的 一 个 子 集 。 

根据 划分 公理 ， 可 证 下 述 定理 为 真 。 

定理 ”任意 一 集 L 必 有 一 子 集 不 是 二 的 元 素 。 

证 明 设 9g 8， 其 余 符 号 意义 如 公理 中 所 述 。 现 在 只 去 证 明 
Za 攻 上 有 即 可 。 因 为 这 就 找到 了 上 的 一 个 子 集 Lai4) 环 是 虐 的 元 
素 。 现 月 反 证 法 ,假设 rte) EL， 则 作为 L 之 一 元 的 Lr 64， 必 有 或 
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使 8g 8 为 和 与 ， 践 使 8 攻 9 为 假 。 因 此，TLaia) ELrte) 与 Lareay 和 区 
Lx 14; 两 个 关系 中 有 且 仅 有 一 个 成 立 。 但 是 ， 若 Leo ELndsiy 
则 因 上 x .0 ;中 的 每 一 元 句 使 09 为 琴 ， 于 是 ， 作 为 La4o1 之 一 元 
的 Lrco ;应 使 9 亲 8 为 真 ， 故 推 得 Ls 60) 人 Leg)。 再 设 工 ka ) 代 
Laxtey， 而 这 正 表 示 作 为 工 之 一 元 未 的 万) 使 有 人 区 8 成 真 话 ,从 而 
必 在 上 Lrco 之 中 : 放 又 推 得 上 aco0) ELaio1, 洒 条 路 都 行 不 通 . 说 明 
原先 的 假设 Lao，EL 一 囊 不 得 成 空 。 故 Lr 44) 守 上 但 Lerto); 上 ， 
证 毕 。 

有 了 这 条 定理 ， 即 可 证 月 罗素 心 论 陈述 中 的 闭 个 “=-- 切 非 本 
身分 于 集 的 集 2” 不 是 一 个 集合 。 梧 则 ， 设 2 为 一 集 ， 则 由 定理 可 
知 ，3 必 有 一 子 集 F 不 是 Z 的 元 素 ， 即 有 

TZ 月 矿 攻 2 《 友 ) 
作为 集合 了 的 了 了 集 工 必 为 一 集 ， 收 可 问 工 是 本 身分 子 集 还 是 非 本 
身分 了 了 集 ， 设 为 本 身分 了 和 祭 ， 则 有 TET， 和 但 TZ， 故 卫 CZ， 
这 与 《 支 ) 子 盾 。 再 设 工 为 非 本 身分 子 集 , 则 因 2 为 一 切 非 本 肖 分 
村 和 集 的 集 ， 赦 TEZ， 又 巴 盾 于 ( 码 》。 哪 种 说 法 都 不 通 , 说 明 
2 为 集 的 假定 不 得 成 立 。 故 2 不 是 集合 。 既 然 如 此 , 就 不 能 问 Z 是 
本 身分 子 集 还 是 非 本 身分 子 集 。 

这 样 一 来 ， 从 表面 二 看 ， 似 乎 只 要 队 认 划分 公理 ， 罗 素 悖 论 
就 能 排除 ， 其 实 并 非 这 样 简单 . 首先 要 问 ， 划 分 公理 是 和 哪些 原 
始 概 念 、 推 翰 原 则 和 基本 原理 结合 起 来 进行 推理 的 。 否 则 ， 仅 由 
杀人 公理， 不 要 说 进行 推理 。 连 它 自身 约 陈 述 也 不 可 能 。 所 

闵 ， 上 内 要 承认 划分 公理 ， 便 能 排除 罗素 悖 论 这 样 一 种 孤立 的 说 
法 ， 不 只 是 粗 米 的 ， 可 以 说 是 错误 的 。 在 此 ， 需 要 一 整套 的 原始 
概念 和 推理 原则 ， 即 要 有 它 的 公理 系统 ， 对 此 先 让 我 们 明确 此 点 
市 姑且 暂缓 考虑 。 

现在 ， 还 是 先 让 我 们 认真 潜 虚 一 下 ， 问题 究竟 出 在 什么 地 
方 ? 如 所 知 ， 概 括 原则 是 康 托 建立 古典 集合 论 的 重要 思想 方法 之 

一 ， 但 是 ， 稍 加 分 析 ， 即 可 看 出 ， 上 述 那 个 划分 公理 不 过 是 祁 插 
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党 则 的 一 个 简单 推论 ， 愉 要 把 集合 I 且 R( 四 作为 一 个 性 质 P， 旭 
Ls oi 是 一 集 ， 半 概括 原则 之 下 是 理所当然 的 。 如 此 ， 在 康 托 系 
统 中 ， 一 方面 由 概括 原则 推 知 上 述 那 个 3 (一 切 非 本 身分 子 集 的 
集 ) 是 一 个 集合 ， 另 -方面 ， 由 概括 原则 而 推出 划分 公理 ， 又 如 
由 上 划分 公理 而 推出 3 不 是 集合 。 由 此 订 见 ， 概 括 厌 则 本 身 就 是 
自 相 牙 盾 的 。 

再 举 一 俩 ， 一 方面 由 概括 原则 推出 划分 公理 ， 又 由 划分 公理 
推 知 任 一 集合 必 有 一 子 集 不 是 它 的 元 素 。 从 丙 有 下 面 的 结论 ， 
《 妆 1) 一 切 集合 所 组 成 的 集合 E 不 是 集合 。 否 则 ， 设 8 为 一 
集 ， 则 有 一 子 集 T 不 为 8 的 元 素 ， 因 被 假定 为 集 ， 故 了 的 子 集 
工 必 为 集合 ， 而 工人 卫 表 示 瑟 并 非 一 切 集 的 集 ， 至 少 拒 卫 漏 掉 了 ， 
从 而 与 E 的 定义 相亲 盾 。 证 毕 。 

另 一 方面 ， 由 概括 原则 ， 

G= (ESDCSED))} 和 和 vel(g EGe—>p(g)) ， 
只 村 令 “ 集 合 ” 为 一 人 性质， 即 有 

五 = {ss 为 一 集 } 和 Ys(s EB-->: 为 一 集 ) 。 
因此 ， 又 有 结论 ， 

《 米 ，) 一 切 集合 所 组 成 的 集合 E 是 一 个 - - 
如 旺 ，《 米 1》 和 《六 ，》 均 由 概括 原则 推出 ， 但 它们 是 耳 相 予 竺 
的 可见, . 政 症 的 交点 已 集中 到 概括 原则 这 个 康 托 用 坟 造 集 的 思 
想 方 法 上 去 了 。 

后 来 ， 经 过 得 细 分 析 ， 人 们 归结 到 如 下 中 件 事 不 能 同时 成 
立 ， 这 就 是 ， | 

《1) x 全 X 是 一 个 条 件 《 含 * 的 语句》，。 

《2》 任 给 ~- 条 件 B(x) 决 定 一 集 ， 即 XE A< 一 B(x)。 

《3 集合 为 个 体 之 一 ， 因 而 x 处 均 可 代 以 4。 

(4) bp< 一 > 一 3 为 一 也 盾 。 

现在 我 们 来 证 明寺 述 (1》、 (2) 、 (3) 、 (4) 不 得 同时 
成 立 。 否 则 ， 假设 它们 同时 成 立 , 则 由 C1) 知 x 鱼 x 是 一 个 条 件 ，> 
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故我 们 可 取 x Fx 为 一 条件 四 (tx), 由 (2) 而 有 xEAd<—>xKx， 
由 (3: 而 知 4 可 代入 x 处 , 于 是 4E 4<->A#A, 由 ( 拉 而 知 
4E 4< 一 >4 人 4 是 一 了 矛盾。 证 毕 ， 

所 以, 在 (1) 、 {2) 、 (3) 、 (4》 中 至 少 驶 否定 一 条 ， 
罗素 从 否定 (1) 出 发 而 展开 他 的 类 型 论 ，Zermelo 一 Fraenkel 
基于 否定 (2) 市 构造 ZFC 集 合 论 公理 系统 。，Bernays 一 Gidel 在 
和 否定 (3》 的 基础 上 形成 他 们 的 8G 集合 论 公理 系 统 ，Bosaap 以 
否定 (4) 为 起 点 ， 发 展 他 的 多 值 逻 辑 。 其 中 ZFC 系 统 和 BG 系 统 
本 质 上 差 不 客 ， 实 质 上 均 以 修改 概括 齐 则 为 前 提 ， 即 在 不 同 程度 
上 上 对 概括 原则 的 那 种 造 集 的 任意 性 加 以 适当 的 限制 ， 到 目前 为 
止 ， 单 从 排除 迟 论 这 一 点 讲 ， 类 型 论 、ZFC 系 统 、BG 系 统 都 能 
使 已 经 发 生 的 馆 辑 、 数 学 舍 论 不 在 他 们 的 系统 中 出 现 ， 至 于 那些 - 
语义 学 迟 论 ， 则 又 当 别论 ,已 在 Tarski 的 工作 中 获得 一 定 的 处 理 ， 
那么 多 值 远 辑 的 严 开 能 否 排出 悖 论 呢 ? 在 承认 概括 原则 的 前 提 
下 ， 多 值 还 辑 的 展开 对 于 悼 论 的 排除 来 说 ， 将 是 无 济 于 事 的 。 当 
然 ， 发展 多 值 逻 辑 的 价值 ， 完 全 取决 于 能 不 能 排除 律 论 这 一 标 
准 。 

有 了 如 上 上 的 简要 综述 ， 即 可 把 我 们 的 讨论 再 转向 策 莫 将 的 工 
作 。 如 前 所 述 ， 首 盾 的 交点 已 集中 到 概括 原则 本 身 ， 人 也 是 ， 概 括 
原则 这 一 思想 规定 究竟 在 什么 地 方 出 问题 ， 似 乎 又 突出 地 表现 在 
“一 切 集合 谍 集 在 一 起 ”究竟 能 不 能 构成 集合 这 样 一 个 问题 ， 狼 
使 人 们 很 块 就 把 注意 力 集中 到 概括 原则 所 肯定 的 那 种 造 集 的 任意 
性 这 一 点 上 。 因 之 ， 策 莫 阁 首先 构造 公理 系统 ， 在 保留 概括 原则 
中 之 合理 因素 的 前 提 下 ， 对 造 集 的 任意 性 加 以 适当 的 限制 ， 形 成 
了 一 个 也 括 划 分 公理 在 肉 的 集合 论 公理 系统 。 在 这 个 系统 内 ， 只 
承认 接 系 统 中 公理 所 人 允许 的 限度 内 构造 出 来 的 集 才 是 集合 ， 扩 是 
超出 系统 中 公理 所 允许 的 限度 和 而 构造 型 来 的 集 是 概 不 承认 的 。 特 
别 是 有 如 由 一 切 集 组 成 的 从 等 等 在 这 个 公理 系统 中 是 不 被 承认 为 
集 的 。 在 这 个 系统 中 能 把 康 托 悼 论 、Burali- Forti 性 论 久 及 岁 
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素 蛋 论 等 等 已 经 出 现 的 逻辑 、 数 学 悖 论 予 以 排除 。 

这 样 在 策 莫 洛 于 1908 年 建立 了 他 的 集 论 公理 系统 后 ,Fraen- 
kel 与 Skolem 在 1921 一 1923 年 间 给 出 了 一 个 严格 史 解 杰 ， 并 对 
策 莫 洛 公 理 系统 作 丁 改进 ， 形 成 了 今天 著名 的 ZF 系统 ， 加 上 选 
择 会 理 ， 便 是 熟知 的 ZFC 系 统 ， 

， 现在 ， 我 们 除 ZF 的 形式 语言 和 一 阶 谓词 演算 的 公理 和 推 理 
原则 栈 而 不 叙 和 外 ， 将 ZFC 系 统 的 诸 非 逻辑 公理 陈述 如 下 ， 以 对 这 
一 系统 的 基本 原则 有 一 概略 了 解 。 最 后 ， 我 们 再 对 ZFC 系 统 作 一 
简短 的 一 般 性 评述 ，ZEFC 系 统 的 陈述 有 许多 版 本 ， 在 这 里 ， 我 们 
采用 Herbert BB, Enderton 所 著 《ELEMENTS OF SET 
THEOQRY» 一 : 书 中 的 陈述 形式 ,在 该 书 之 来 所 附 的 公理 表 中 , 包 
括 了 和 外延 、 空 集 、 配 对 、 并 集 、 徊 集 、 子 集 、 无 穷 、 选 择 、 代 
换 、 正 则 等 十 条 公理， 我 们 不 仅 要 按 这 些 公理 在 读书 中 的 出 处 一 . 
一 笔录 ， 而 且 特 别 重 视 这 些 公理 的 非 形式 化 的 自然 语言 的 表达 方 
式 。 

外 延性 公理 ”如果 两 个 集合 有 完全 相同 的 元 素 ， 则 它们 相 
等 ， 


vAvBrvyx(xE AS>xE B==—> A= 也] 
空 集 公 理 ”存在 一 个 不 含 任何 元 素 的 集合 ， 
.IC vr(x ET) 
对 偶 公 理 ” 对 任何 集合 x 和 v， 存 在 一 个 集合 怡 以 w 和 v 为 其 元 
vuvrBvr (rE Ber=u or x=r) 
并 全 公理 “初级 形式 ) 对 任何 两 个 集合 ce 和 PP， 存 在 一 个 集 
合 ， 它 的 元 素 或 者 属于 ea 或 者 履 于 2 (或 者 属于 两 者 )》 的 集合 ， 
Yewb3Byx (XE BerEa or xED. 
咕 集 公理 ”对 任何 集合 a 存 在 一 个 集合 ， 它 的 元 素 怡 好 是 a 的 
上 所 有 的 子 集 : 
vay (XE ex 人 a) 
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只 要 愿意 ， 这 里 的 “xEa 可 以 改写 为 EE 的 定义 形式 ， 
Vt (EXSPIEa) 

以 后 ， 我 们 要 扩大 这 组 公理 ， 包 括 子 集 公理 、 无 限 公 理 、 选 择 公 
理 、 代 换 公 理 和 正则 公理 。 并 集 公 于 还 要 用 更 强 的 形式 重新 叙述 
《并非 全 部 这 些 公理 都 是 真正 必需 的 ， 将 会 发 现 其 中 某 些 是 多 余 
的 ) 。 

子 集 公理 ”对 每 一 个 不 包含 3 的 公式 一 ， 下 式 

vt vteveIByx (XCHe rt ) 是 公理 。 

车 用 语言 叙述 ， 这 个 公理 断言 (对 任何 ，…， 太 和 C) 存 
在 这 样 的 一 个 集合 B， 其 元 素 正 好 是 C 中 所 有 使 。 成立 的 那些 
合 x。 于 是 ， 白 然 得 出 了 是 C 的 子 集 的 结论 ( 子 集 公理 之 名 由 此 


而 来 ) 。 集 台 引 被 (二 ，…， 本 和 C) 唯一 确定 , 并 可 用 抽象 记 
号 的 变形 

B={xEC|_._} 
给 它 命 名 。 


我 们 舌 要 改进 并 和 集 公理 初级 形式 》 的 说 法 ,以 便 知 遵 存 在 
一 个 集合 ， 它 正好 包含 着 4 的 元 素 的 元 素 全 体 ， 

并 集 公理 对 任意 集合 4， 存在 一 个 集合 B， 它 的 元 素 正 好 
是 4 的 元 品 的 元 素 全 体 ， 

YYXTfXE Be> (EAXE ND. 
定义 ”对 任何 集合 4， 它 的 后 继 a+ 定 义 汶 
.at=aU {a), 

当 且 仅 当 绍 E 4 并 且 在 后 继 下 封闭 ， 即 

| (yat AYat EA 
时 ， 说 集合 4 是 归纳 集合 ， 

虽然 我 们 还 没 给 出 无 限 的 形式 定 人 六， 我 们 可 以 正式 看 到 ， 任 
何 一 个 归纳 集 将 是 无 限 的 。 

到 现在 我 们 还 没有 提供 无 了 全 的 存在 性 公理 。 虽然 我 们 能 确 
立 其 存在 的 无 限 多 个 不 同 的 集合 。 但 是 ， 我 们 还 没有 能 证 明 有 无 
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眼 多 元 素 的 集 台 。 国 此 ， 我 们 还 不 能 证 明和 任何 归纳 集合 的 存在 。 
为 此 ， 我 们 引进 

无 限 公理 ”存在 归纳 集合 ， 

(34) [OB E AKG(YaE A)at€ A. 
芽 助 于 这 个 公理 ， 我 们 能 定义 自然 数 ， 

选择 公理 有 许多 种 等 价 的 形式 ， 今 到 其 一 种 并 用 自然 语言 陈 
述 之 ， 

选 撑 公 还 ” 今 . 好 是 这 样 的 一 种 全 合 ;(a) .er 的 每 个 元 素 是 非 
空 集 合 ， 并 和 且 (85).w 的 任何 两 个 不 同 的 元 素 不 相交 . 那 末 存 在 集合 
C 恰 好 包含 .w 的 每 个 元 素 中 的 一 个 元 素 《 即 对 每 个 BE .ef ,， CNB 
是 某 个 x 的 单元 集 {x}》，。 - 

代 换 公理 ”对 任何 不 包含 字母 8 的 公式 p(x,y)， 下 述 公 式 是 
公理 ， 

VAL(vxXE AAVYyL YY (PUX 1) R(X) Py = 1) 

Ivyy(y Ee Ber E A TX), 

现 把 代 换 公理 译 成 自然 语言 ， 把 公式 p(x*,#) 读 作 *x 提 名 y” 
则 公理 的 前 提 说 ，“4 的 每 一 个 元 素 至 多 提名 一 个 对 象 ? 。 而 结 
论 为 所 有 被 4 之 元 提 各 的 那些 对 象 和 组 成 一 集 B。 名 称 代 换 反映 集 
合 4 中 的 每 一 个 x 由 它 的 被 提名 者 (如 果 有 的 话 》 发 瞧 而 产生 集合 
”BB 这 样 一 种 思想 。 

正则 公理 ”每 个 非 空 集合 4 有 元 素 m,， 且 m 门 4= 儿 ， 

(vYAS GI (ImE DmN A 个 ， 

如 .上 这 些 公 理 便 构成 FC 集合 论 公理 系统 ， 从 这 些 公理 内 容 
可 看 出 ，Zermelo ~- Fraenkel 构 造 ZFC 系 统 ， 其 真实 目的 万 在 于 
”为 分 析 学 商定 严格 的 基础 ， 驮 为 如 前 所 述 ， 徽 积分 的 基础 已 通过 
- 柯 西 到 Dedekind 归 约 到 了 实数 论 ,而 实数 论 的 不 矛盾 性 又 归 约 于 
集合 论 的 不 子 盾 性 ,那么 ZFC 系统 则 以 如 下 路 线 来 为 微 积分 前 基 ，. 
这 就 是 由 无 穷 公 理 来 保证 自然 数 集 芍 合法 性 ， 再 击 敌 集 公理 导 至 
实数 集 的 合法 化 ， 然 后 再 由 子 集 公 理 来 保证 实数 集中 满足 性 质 P 
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人 的 元 也 组 成 的 于 集 的 合法 住 ， 这 样 -一 来 ， 愉 要 ZFC 系 统 无 矛盾 ， 
严格 的 微 积分 理论 就 能 在 ZFC 公 理 集合 论 上 建立 起 来 了 。 但 是 ， 
- 问题 正在 于 ZFC 系 统 本 身 的 无 矛盾 性 至 今 没 有 解决 .所 以 至 今 不 
能 保证 在 这 个 系统 中 今后 不 会 出 现 律 论 ， 昌 然 在 ZFC 系 统 中 能 够 
排除 已 经 出 现 的 那些 集合 论 侵 论 ， 并 且 ZFC 系 统一 直 展 开 到 今 
天 。 消 未 出 现 过 其 他 了 矛盾。 但 是 ， 庞 卡 菜 指出 ，“ 我 们 设 置 要 
栏 ， 把 羊 群 图 住 ， 免 受 狼 的 侵 痪 ， 但 是 很 可 能 在 国 硕 栏 时 就 已 经 
有 -条 狼 被 围 在 其 中 了 ”。 


8$ 4 罗素 对 悖 论 的 解决 方案 


关于 津 论 的 成 因 ， 讶 卡 北 兽 在 1905，1906，1908 年 多 次 指 
_ 出， 所 有 的 悖 论 都 与 非 直 调 的 定义 有 关 ， 什么 叫 非 直 谓 定 尽 昵 ? 
就 是 被 定义 的 对 象 被 包括 在 借以 定义 它 的 各 个 对 象 中 。 说 得 更 明 
确 一 点 ， 就 是 借助 于 一 个 总 体 来 定义 一 个 概念 。 而 这 个 概念 本 身 
又 属于 这 一 总 体 ， 举 例如 下 ! 

例 1 李 家 庄村 上 年 纪 最 大 的 人 HH， 

这 里 被 定义 的 对 痕 是 再 这 个 人 ,但 当 我 们 对 二 证 定义 时 ,一 
方面 要 借助 “年 纪 最 大 ”的 概念 。 特 别 要 借助 于 “ 李 家 庄村 上 所 
有 的 人 所 组 成 的 总 体 C” 这 一 概念 .但 在 定义 总体 G 的 时 候 ， 首 先 
要 借助 事 家 庄村 上 每 一 个 人 ， 其 中 包括 总 这 个 人 在 内 ， 这 就 是 借 
功 总 体 G 来 定义 及 。 而 吾 本 身 又 属于 总 体 G。 如 图 

人 生生 pt 『 李 家 庄村 上 所 有 Dt 总 宾 恕 中 年 
jrj -sxasmae| 于 | wns | 


Hee G - .HH 


"被 定义 的 对 象 电 包括 在 弄 以 定义 日 的 总 体 全 申 
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例 2 ”一切 序 数 所 组 成 的 正 序 集 开 的 序数 8， 


,定义 总 体 的 对 一 切 序 数 所 组 成 的 总 体 并 按 [rs 
| are) 下 | 2 小 括 成 前 正 绎 | 的 将 入 
[Be | w | J 


例 3 一 切 正 序 集 所 组 成 的 正 序 梨 9 
每 一 正 序 集 都 对 应 于 一 个 序数 ， 故 把 一 切 正 序 集 东 成 总 体 
后 ， 再 按 每 一 正 序 集 所 对 应 的 序数 的 大 小 为 次 序 把 这 个 总 体 排 成 


整 序 集 8. 
定义 总 休 的 请 象 一 和 正 序 集 组 4 尖 身 就 是 
| DE J 二 
sa a [9 


例 4 一 切 集 合 所 组 成 的 集合 ， 
「 定义 总 体 的 


一 切 集合 组 S 自身 就 是 | 
| ee 上 二 | seae | < | -ss 
， Ss Ss 


S 


以 上 四 俩 都 是 非 直 谓 定义 法 ， 但 如 何 构 成 非 直 谓 定义 的 具体 
过 程 却 各 有 不 同 ， 可 作 如 下 分 类 ; 
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(一 》 广 义 非 直 谓 。 凡 是 非 直 谓 定义 中 的 被 定义 对 象 ， 可 用 
可 请 定义 法 重新 定义 者 ， 亦 即 被 定义 对 象 并 非 只 能 借助 于 包括 它 
的 总 体 来 加 以 定义 者 叫做 广义 非 吉 亩 。 如 例 1 中 的 瓦 ， 既 可 异 即 于 
G 来 定义 ， 世 可 用 《“ 李 大 娘 的 老伴 ”、“ 五 小 二 的 祖父 ”等 等 不 
借助 于 总 体 G 来 直 亩 地 定义 吉 . 

《二 ) 狭义 非 直 谢 。 凡 是 非 坦 请 定义 中 的 被 定义 对 象 非 异 
于 总 体 不 可 ， 亦 即 被 定义 的 对 象 只 能 借 其 于 这 一 总 体 才能 定义 。 
如 例 2 中 的 序数 8， 由 于 序数 8 就 是 正 序 集 璇 的 序数 B。 邵 果 丢 开 总 
体 玉 ， 和 如 何 来 讲 玉 的 序数 呢 ? 亦 即 因为 8 是 币 的 8， 不 是 别 的 由 那 
”人 8 就 只 能 借助 于 琴 来 定义 它 了 。 让 我 们 再 回 到 例 1， 设 想 有 一 个 
不 是 李 家 庄村 上 的 外 地 人 天， 并 且 K 对 李 家 庄村 上 和 的 人 和 事 一 无 
所 知 。 现 在 K 要 到 舍 家 庄村 上 找 年 纪 最 大 的 和信 了 解 一 件 事 ， 那 
么 长 到 李 家 庄 后 ， 如 何 向 李 家 庄村 上 的 人 来 表达 “他 要 找 吾 问 事 ” 
这 个 意思 呢 ? 在 此 时 此 刻 对 这 个 特定 的 人 下 来 说 ， 识 非 借 助 于 总 
体 所 来 向 别人 询 搁 豆 这 个 人 了 。 因 此 ， 例 1 本 来 是 广义 非 直 谓 ， 但 
入 对 于 特定 条 件 下 的 玫 而 言 ， 就 成 为 狭义 的 非 直 谓 了 。 

《三 》 等 价 式 的 非 直 请 。 凡 是 非 直 谓 定义 中 的 被 定义 对 象 仅 
借助 于 “总 体 本 身 就 是 什么 ”这 样 的 等 价 式 刻 划 来 确定 的 ， 则 称 
为 等 价 式 的 非 直 谓 。 如 例 3 中 的 被 定义 对 象 就 是 通过 “8 本 身 就 是 
一 个 正 序 集 ” 这 样 的 等 价 式 刻 划 来 确定 的 . 例 4 中 的 被 定义 对 象 也 
是 通过 “一 切 集合 的 集合 就 是 一 个 集合 ”这 种 自身 等 于 身 已 的 方 
式 来 逆 划 的 如 果 把 这 种 等 价 式 的 逆 划 亦 算 作 一 种 自 相 的 定义 方 
式 的 话 ， 当 然 亦 必须 纳入 非 借助 于 总 体 定义 的 情形 中 去 。 因此， 
等 价 式 非 直 谓 是 狭义 非 直 谓 的 特殊 信 形 ， 而 狼 义 非 直 调 及 是 广 炎 
非 直 谓 的 特殊 情形 。 综 上 所 述 ， 可 将 非 直 谢 的 三 种 情形 图 示 如 


广 | 三 定 文 总 栖 厂 一 切 P 组 。 
下 | 1 的 允 销 “| 一 DE 成 的 总 体 | -Df > 四 


P J ~ 


定义 总 体 | -7 
1 的 对 尔 DE -~ 处 的 总 体 


定义 总 全 一 切 P 组 1 
: (的 对 象 ， 一 Di _、d 成 的 总 体 | (?) 
P 


.PP 


加 坟 哄 字 眉 。 授 罗 并 冯 名 


过 


罗 未 自己 在 解决 律 论 问题 的 征途 上 ， 并 没有 沿 着 他 自己 所 指 
出 的 那 两 个 方向 前 进 ， 而 把 自己 的 工作 健 基 于 对 悖 论 的 更 为 一 般 
的 分 析 上 ， 那 就 是 对 非 直 谓 定义 的 分 析 ， 鉴 于 这 一 分 析 ， 罗 素 进 
一 步 明 确 了 庞 加 菜 关于 停 论 成 因 的 想法 ， 认 为 所 有 这 些 悖 论 ， 都 - 
有 这 样 一 个 关键 性 的 对 象 ， 它 借助 于 一 个 整体 予以 定义 和 肇 划 。 
但 这 一 对 象 却 又 被 包含 在 这 一 整体 中 ， 在 这 里 出 现 了 一 种 循环 ， 
而 正 是 由 于 这 种 循环 导致 悼 论 的 出 更。 因此， 构成 修 论 的 深刻 原 
因 确 与 非 直 谓 定 义 法 有 关 。 为 之 ， 罗 素 明确 提出 如 下 的 原则 ， 

恶性 循环 原则 ， 没 有 一 个 整体 能 包含 一 个 只 能 借助 于 这 个 整 
体 来 定义 的 元 素 。. 

基于 这 一 原则 ， 罗 素 形 成 和 发 展 了 他 的 分 支 类 型 论 。 
”如果 我 们 把 恶性 循 坏 原则 对 照 前 面 所 论 的 关于 非 直 谓 定义 法 
的 三 种 情形 加 以 分 析 ， 可 看 出 此 原则 与 狭义 非 直 调 定义 法 直接 相 
关 ， 而 作为 狭义 非 直 谓 的 一 种 特殊 情况 就 是 等 价 式 非 直 谓 定义 
法 ， 从 而 由 恶性 循环 原则 对 狭义 非 直 谓 定义 法 的 否定 也 就 包括 了 
对 等 价 式 非 直 谓 的 否定 。 而 等 价 式 非 直 谓 从 集合 的 观点 讲 则 与 
“一 集 为 它 直 身 之 一 元 ”直接 相关 。 由 此 可 见 ， 罗 素 的 恶性 循环 
原则 从 集合 的 观念 出 发 就 直接 隐 含 了 下 述 一 种 思想 规定 ， 我 们 不 
妨 称 这 种 思想 规定 为 

类 型 混淆 原则 ， 任 何 一 个 集合 决 不 是 它 自 身 的 一 个 元 素 。 

实际 上 ， 罗 素 首 先是 对 于 性 质 ， 要 技 导 它 所 属 的 对 象 的 类 开 
加 以 分 类 ， 属于 O 类 的 是 那些 论 域 中 的 对 象 的 名 称 ， 如 ga，、b、*c， 
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…。 属于 第 一 类 的 则 是 这 些 对 象 的 性 质 如 Fa) ，&g( 的 … 中 
的 f、g#、…， 属于 第 二 类 的 则 是 那些 性 质 的 性 质 如 FFtf) 、 
G(f) 、… 中 的 FE、G、…。 硕 于 第 三 类 的 则 是 性 质 的 人 性质 的 性 质 
”作为 类 的 划分 的 一 个 基本 原则 是 ,每 一 谓词 (性质) 都 必须 
从 属于 一 个 确定 的 类 。 而 且 每 一 类 的 性 质 只 有 当 其 使 用 于 直 次 于 
它 的 那个 类 的 对 象 才 是 有 意义 的 ， 因 此 ， 如 f(a) 、F(g) 、… 是 
有 意义 的 ， 但 F(a》 、f(f) 、a(6) 、… 就 是 无 意义 的 。 
现在 ， 我 们 按照 罗素 上 述 对 于 类 的 划分 及 其 必须 遵循 的 原 
则 ， 对 于 由 a、b、c、… 为 元 素 而 构成 的 集合 S 加 以 分 析 ， 为 使 讨 
” 论 篇 单 明了 不 妨 把 元 素 s、b、c、… 祝 为 论 域 中 的 对 象 的 名 称 ， 
即 属于 0O 类 的 ， 而 构成 集合 S 之 后 对 于 它 的 元 素 e、&、<c、… 的 性 
质 是 属于 第 一 类 的 .那么 、 按 照 每 一 类 的 性 质 只 有 当 其 使 用 于 专 
次 于 它 的 那个 类 的 对 象 才 有 意义 的 规定 ,可知 只 有 eES、5E3、， 
… 池 是 有 意义 的 相当 于 上 述 fay …) 。 但 是 ，s Es、 bEe、 
.5E Cc、 等 都 是 没有 意义 的 《相当 于 上 述 JF) 、b(b) 、 cle) ， 
bc》 … 一 类 的 情形 》 ， 也 是 所 给 原则 之 下 所 不 允许 的 。 因 此 ， 
集合 8 就 快 不 会 是 S 自 站 的 一 个 元 素 ， 否 则 ， 著 设 S=C， 则 就 将 出 
现 sEs、cE ec 一 类 违反 原则 而 无 意义 的 事 。 可 见 ， 完 全 符合 上 述 
类 型 混淆 原则 这 样 的 思想 规定 。 
罗素 认为 ， 除 掉 对 于 性 质 要 作出 类 的 划分 之 外 ， 还 要 对 于 性 
质 的 定义 方法 ， 再 把 局 一 类 中 的 性 质 作 出 级 的 划分 ， 那 些 在 定义 
方法 中 没有 涉及 到 “所 有 的 性 质 ” 的 性 质 是 第 1 级 的 ， 而 那些 在 
下 定义 时 涉及 到 第 级 的 “所 有 的 性 质 ” 的 性 质 是 第 + 1 级 的 ， 
…， 如 此 ， 当 不 具体 指明 所 考虑 的 级 ， 则 凡 涉 及 到 “所 有 的 性 
质 ” 的 表达 式 是 无 意义 的 。 
这 样 ， 所 有 的 性 质 〈 谓 词 》 首 先 接 对 象 的 性 质 ,性 质 的 性 质 
… 加 以 分 类 。 再 按 类 中 性 质 的 定义 方法 加 以 分 级 ， 因 之 ， 每 一 往 
质 都 归属 于 一 定 的 类 和 级 ， 由 守 级 是 在 类 内 划分 的 ， 因 此 ， 罗 素 


1 4 好 


的 这 一 理论 就 囊 做 分 支 类 型 论 。 

在 这 里， 首先 庄 注 意 级 的 划分 是 对 定义 方法 而 说 的 ， 而 类 的 
划分 则 不 是 ， 所 以 两 个 划分 在 含义 上 完全 不 同 。 其 次 ， 就 逻辑 语 
言 中 的 性 质 (请 词 》 而 言 ， 也 不 要 单纯 从 日 常 语言 的 角度 去 作 字 
面 上 的 理解 。 这 样 我 们 就 可 通过 前 述 关 于 非 直 谓 定义 的 各 个 举例 
来 把 上 面 “ 类 中 分 级 ” 那 一 段 文 字 讲 明白 .让 我 们 回 到 鲍 1， 现 把 
李 家 庄村 上 每 一 个 人 钴 作 是 某 一 类 中 的 第 * 红 的 一 个 性 质 ,那么 ， 
按 例 1 中 那 种 非 喜 谓 定义 法 对 五 下 定义 时 ， 曾 异 助 了 李 家 症 村 上 所 
有 狂 质 (人 人》 所 组 成 的 总 性 GS， 因此 ， 瑟 就 是 一 个 涉及 到 第 级 的 
“所 有 的 性 质 ” 的 性 质 了 、 按 规定 互 就 是 第 a+ 1 级 的 和 福 质 了。 如 
此 ,按照 恶性 循环 原则 ， 玉 是 只 能 供 助 于 第 "级 的 “所 有 性 质 ” 
来 定义 的 那个 第 x+ 1 级 的 性 质 就 决 不 允许 包含 在 第 1 级 的 性 质 中 。 
试看 前 述 例 2, 不 妨 把 所 有 的 序数 算 作 是 第 1 级 的 性 质 ， 则 一 
切 序 数 所 组 成 的 正 序 和 集 W 的 序数 8 这 个 性 质 就 是 第 2 级 的 了 。 而且 
8 这 个 第 2 级 的 性 质 是 一 个 只 能 借助 第 1 级 的 “所 有 的 性 质 ” 来 定 
义 的 性 质 ,因此 ,按照 恶性 循环 原则 ,6 一 定 不 能 被 包括 在 丈 之 中 。 

现在 ， 让 我 们 再 名 到 前 述 三 种 类 型 的 非 赴 亩 定义 方法 中 去 
讨论 罗 案 的 恶性 循环 原 列 与 类 型 混 清 了 原则。 首先, 广义 非 址 谓 定 
义 法 不 奉 涉 到 这 两 个 不 则 中 的 任何 一 个 ， 但 是 狭 义 非 直 谓 定义 法 - 
却 与 恶性 循环 原则 直接 冲突 ， 由 于 等 价 式 非 直 谓 是 狭义 直 滑 的 特 
殊 情 误 ， 因 此 ， 当 承认 恶性 循环 原则 而 否定 狭义 非 直 谓 定义 法 
时 ， 等 价 式 非 直 谓 定义 法 就 自然 排除 了 。 另 一 方面 ， 构 成 等 价 式 
非 直 讲 的 关键 之 处 在 于 由 整体 到 被 定义 对 象 的 等 价 式 刻 划 ， 而 等 
价 式 刻 划 却 冲 突 且 仅 神 突 于 类 迎 混 清原 则 。 这 样 一 来 ， 如 果 内 承 
. 认 类 型 混淆 原则 而 不 承认 疏 性 循环 原则 的 话 ， 则 在 狭义 非 直 调 定 
义 法 中 就 只 排除 等 价 式 非 直 谓 的 特殊 情形 ， 而 可 保留 那些 不 涉及 
类 独 混 清和 等 价 式 刻 划 的 一 般 意义 下 的 狭义 非 直 谓 定义 法 。 

实际 上 上 ， 那 些 不 涉 必 类 型 混淆 的 非 直 谓 定义 法 不 仅 在 数学 
上 ， 和 而 呈 在 月 常生 活 中 也 常常 是 不 可 能 少 的 。 从 数学 上 看 ， 外 卫 
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曾经 指出 ， 把 上 靖 界 定 兴 为 上 界 中 最 小 的 一 个 ， 这 就 是 只 能 贷 助 
于 “二 界 的 总 体 ” 来 定义 上 确 界 的 非 直 谓 定 义 法 ， 但 此 处 虽然 包 
含 了 循环 ， 却 是 无 害 的 ， 它 不 仅 没 有 引 沿 悖 沦 ， 而 上 确 界 的 概念 
在 数学 中 是 十 分 有 用 而 重要 芍 。 古 日 常生 活 中 ， 可 以 前 述 例 1 中 
那个 外 地 人 站 为 例 ， 当 K 到 李 家 庄村 上 去 找 年 纪 最 大 的 人 五 时 ， 
由 于 对 李 家 庄村 上 的 人 和 事 一 无 所 知 ， 因 此 ， 对 KK 来 讲 , 就 非 
要 借助 于 锋 义 非 直 谓 定义 法 来 表达 他 受 找 H 的 想法 ,这 说 明 长 在 此 
时 叱 刻 就 不 能 同时 为 恶性 御 环 康 则 的 签 信和 者。 特别 是 在 数学 领域 
中 ， 如 果 坚 持 贯 彻 恶 性 勿 环 原则 ， 势 必要 将 许多 数学 概念 抛弃 ， 
许多 数学 定理 不 能 证 明 ， 从 而 虽然 排除 了 悖 论 ， 却 冶 时 失去 了 许 
多 合理 的 东西 ， 再 加 上 罗素 的 分 支 类 型 论 的 展开 显得 非常 聚 闭 、 
烦琐 和 复杂 ， 以 致 不 为 数学 家 所 接受 。 

后 来 ， 有 罗素 的 学 生 苦 姆 赛 (Ramsey》 把 分 支 类 型 论 加 以 
简化 ,在 兰 姆 赛 看 来 ， 人 悖 论 可 分 为 两 类 ， 一 类 叫做 歼 欠 ， 数 学 信 
论 ， 它 只 是 由 逻辑 或 数学 系统 中 的 概念 灼 成 ， 因 之 总 能 用 逻辑 和 
数学 符号 来 类 达 。 例 如 前 述 康 托 性 论 、 罗 素 悖 论 . 布 拉 里 福 尔 
帝 悖 论 等 均 属 这 一 类 。 另 一 业 可 叫做 语义 学 悖 论 ， 这 类 悖 论 由 命 
名 、 真 、 假 等 概念 构成 ， 因 此 ， 如 表明 、 肇 划 、 真 、 假 等 语义 项 
上 成 为 它 丰 可 少 的 组 成 部 分 。 例 如 前 述 的 永恒 的 撤 浇 者 停 论 ， 理 发 
师 悖 论 、 格 铝 条 圭 论 等 等 告 属 这 一 类 。 综 观 前 述 届 辑 数学 悖 论 ， 
无 不 导 源 于 “一 切 集 合 的 集 是 集 ” 、“ 一 切 正 序 集 的 集 是 正 序 
集 ” 等 等 违反 类 型 泄 消 原 则 的 “ 木 身 分 子 集 ”， 后 经 兰 姆 赛 的 研 
究 ， 愉 要 坚持 类 型 混 消 原则 ， 便 足以 排除 逻辑 数学 迟 论 。 而 对 于 
那些 语义 学 悼 论 ， 则 由 于 它 不 能 在 未 辑 数学 的 符号 语言 中 表达 ， 
从 而 由 逻 煤 出 发 去 构造 数学 时 ， 可 以 不 考虑 语 尺 学 悖 论 。 琴 之 ， 
兰 姆 赛 就 在 废除 分 支 类 型 论 中 关于 级 的 划分 而 保留 类 的 划分 的 基 
础 上 建立 了 简单 类 型 论 ， 并 为 大 多 数 数学 家 所 欢迎 。 对 于 非 家 谓 
定义 法 ， 兰 姆 赛 指 出 ， 这 里 的 确 包 含 了 循环 ， 但 这 一 和 铂 环 是 无 害 
的 ,不 是 器 性 的 ， 此 处 作为 这 一 断言 的 认识 论 基础 是 这 样 的 。 性 
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质 的 整体 本 身 已 经 存在 着 ， 政 作为 非 直 谓 定义 只是 一 种 加 以 鉴 吕 
的 方法 ， 如 同 “ 和 房间 里 最 高 的 人 ”一 样 ， 这 是 一 个 经 验 的 事实 。 
就 是 作为 有 限 的 存在 不 可 能 单独 邮 对 无 穷 多 个 性 质 中 的 每 一 个 去 
进行 命名 ， 却 可 以 通过 所 有 性 质 的 整体 而 对 其 中 一 些 进行 描述 。 
所 以 ， 兰 姆 赛 在 数学 的 领域 里 仍然 保留 了 狭义 非 直 谓 定 义 法 的 合 
理 使 用 而 又 排除 了 逻辑 、 数 学 悼 论 的 出 现 。 如 此 ， 罗 素 的 分 支 

型 论 就 显得 多 余 了 。 


35 塔 斯 基 及 其 语义 学 


塔 斯 基 (Tarski》 曾 对 语义 学 健 论 作 了 比较 彻底 的 研究 ， 他 
指出 ， 语 义学 舍 论 的 成 因 ， 特 别 是 导致 诸如 强化 了 的 撤 谎 者 使 论 
出 班 的 原因 在 于 自然 语言 的 含糊 性 ， 自 然 语言 的 一 个 特 徽 在 于 它 
的 普遍 性 ， 正 是 这 种 普遍 性 构成 了 所 有 语义 学 圭 论 ,诸如 永 但 性 
撤 谎 者 侍 论 等 出 现 的 主要 原因 。 因 为 ， 一 种 语言 包含 了 它 自身 的 
语义 学 概念 ， 而 在 其 中 普 记 的 逻辑 法 则 又 同时 透 用 的 话 ， 这 就 必 
然 是 不 相 容 的 。 罗 素 为 早 排 除 语义 学 悖 论 ， 也 曾 建 议 把 它 的 类 型 
论 扩大 为 分 层 语言 论 ， 塔 斯 基 顺 着 罗素 的 思路 发 展 和 形成 了 建 论 
语义 学 ， 展 开 了 关于 对 象 语言 和 元 语言 的 讨论 。 谱 斯 基 在 他 的 语 
义学 理论 中 指出 ， 在 一 个 语言 系统 的 内 部 是 不 能 定义 关于 这 一 语 
言 的 语义 学 概念 的 ， 对 和 象 语言 的 语义 学 概念 必须 在 对 象 话 言 似 外 
的 苑 语言 中 予以 粹 述 ， 而 元 语言 的 语义 学 概念 又 必 笑 在 元 语言 以 
外 的 元 元 语言 中 予以 形 述 。 按 照 这 样 的 原则 确立 语义 学 概念 当 可 
同时 如 免 语义 学 悖 论 的 出 现 ， 但 在 这 里 还 有 一 个 前 提 ， 那 就 是 只 
有 在 元 语言 中 其 备 此 对 象 语言 中 所 有 的 变量 都 具有 更 高 浸 辑 类 沸 
的 变量 时 ， 才 能 在 元 语言 中 构造 出 在 方法 论 上 下 确 并 在 实质 上 是 
充分 的 语义 学 概念 的 定义 。 相 反 的 ， 如 果 对 象 语 言 世 足 够 丰富 ， 
以 致 元 语言 中 所 有 的 概念 和 语法 形式 都 能 在 对 象 语言 中 得 到 者 
译 。 那 么 ， 上 述 一 套 方 法 将 是 元 济 于 事 ， 语 义学 的 悖 论 在 定义 语 
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义学 概念 时 仍 将 不 可 避免 。 但 是 江 斯 基 又 指出 ，“ 即 使 对 无 穷 阶 
的 语言 来 说 ， 真 至 概念 的 无 矛盾 性 和 正确 的 应 用 仍然 是 可 能 的 ， 
只 要 把 真理 概念 作为 元 语言 的 原始 概念 之 一 ， 并 通过 公理 来 确定 
它 的 性 质 ? 。 

事实 上 ， 只 有 当 塔 斯 基 证 明了 入 们 可 能 把 真理 这 个 概念 引入 
演绎 理论 中 而 不 会 陷入 矛盾 时 ， 严 格 意 义 的 语义 学 才 开 始 它 走 正 
的 发 展 。 在 诸 斯 基 之 后 ， 直 至 今天 ， 西 方 罗 辑 学 界 和 数学 界 仍然 
在 性 论 问题 上 翰 行 着 热烈 的 讨论 ,而 杰 罗 姆 * 马 立 慈 说， “这 个 问 
题 ， 哲 学 家 们 和 数学 家 们 热烈 讨论 了 好 儿 十 年 ， 却 至 今 没 有 得 出 
圆满 的 答案 ”， 亦 就 是 说 ， 伟 论 问 题 包 未 获 至 圆满 而 彻底. 的 解 
决 。 


$6 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 与 悖 论 


如 所 知 ， 著 名 的 哥 德 尔 (G6del) 不 完备 性 定理 是 数理 逻辑 
发 展 史上 的 重大 研究 成 果 ， 曾 被 誉 为 逻辑 在 现代 所 取得 的 最 重要 
的 进展 之 一 ， 是 数学 与 逻辑 发 展 史 中 的 一 个 里 程 碑 。 我 们 在 这 里 
将 要 讨论 不 完备 性 定理 与 悖 论 问题 的 关系 。 用 哥 德 尔 自己 的 话 米 
讲 ， 他 获得 并 证 明 这 个 定理 是 直接 来 自 对 歇 察 悖 论 的 分 析 。 这 就 
是 说 ,不 完备 性 定理 的 直观 背景 及 其 证 明 思 想 与 悖 论 的 分 析 有 着 
密切 的 联系 。 由 些 可见， 从 方法 论 的 角度 来 研究 蛋 论 问题 ， 该 有 
多 么 重要 的 意义 ， 

哥 德 尔 基于 形式 系统 的 不 完备 性 定理 首次 发 表 在 他 的 论文 
《 论 数 学 原理 及 有 关系 统 中 的 不 可 判定 命题 》 中 ， 那 个 定理 是 关 
于 不 可 判定 命题 存在 往 的 一 般 结果 、 如 果 仅 就 算术 系统 而 言 ， 则 
该 定理 可 简单 地 表述 为 ， 

定理 ”如 有 果 形 式 算术 系统 是 o 无 矛盾 的 ， 则 存在 着 这 样 一 个 
命题 ， 该 命题 肥 其 否定 在 该 系统 中 都 不 能 证 明 ， 亦 即 它 是 不 完备 
的 ， . 


147 


后 来 ， 叉 经 罗 塞 尔 《Rosser》 改 进 为 下 述 形 式 ， 

定理 ”如果 形式 算术 系统 是 无 牙 盾 的 ， 则 它 是 不 完备 的 。 详 
言 之 ， 亦 即 

定理 如 时 一 个 侣 有 和 月 然 数 论 的 形式 系统 $ 是 无 韦 敌 的 ， 则 S 
中 存在 一 个 逻辑 公式 4， 使 得 在 S 中 ，4 是 不 能 证 明 的 ， 同 时 一 4 
也 是 不 能 证 明 的 ， 

作为 不 完备 性 定理 证 明 思 想 的 一 个 关键 之 处 在 于 上 膜 射 思想 的 
天 才 应 用。 哥 德 尔 通过 一 种 十 分 新 颖 的 映射 形式 来 建立 他 的 主要 
结论 。 实 际 上 ， 所 说 映射 是 数学 领域 内 的 一 种 极为 重要 的 研究 方 
法 ， 技 基本 级 想 就 是 借助 一 一 对 应 使 得 基 一 领域 内 的 对 象 之 间 的 
某 种 关系 得 以 在 另 一 领域 内 的 对 象 之 间 的 关系 得 到 表现 〈 请 参考 
第 3 章 》. 而 可 德尔 把 算术 系统 ( 记 为 N》 中 的 符号 、 表 达 式 和 由 
这 式 的 序列 都 映射 为 数 一 一 他 通过 引进 如 德尔 数 而 实现 了 对 象 的 
数 化 平 续 。 这 样 一 来 ， 对 于 数理 四 辑 及 其 他 有 关 分 支 来 说 ， 在 研 
究 方法 上 就 提供 了 一 种 数字 化 的 工具 。 从 而 方便 地 把 -一 些 讨 论 对 
. 象 〔 如 符号 ， 公 式 ) 转换 为 自然 数 或 白 然 数 的 函数 ， 致 使 我 们 能 
用 自然 数 函 数 的 谋 论 来 讨论 有 关 问 题 。 其 次 ， 哥 德尔 又 通过 递归 
函数 的 引进 证 明了 所有 元 理论 中 关于 表达 式 的 结构 性 质 的 命题 ， 
均 可 在 算术 系统 中 得 到 表示 。 如 此 ， 就 使 元 理论 中 的 命题 都 映射 
为 算术 系统 中 的 命题 。 致 使 算术 系统 中 的 一 部 分 表达 式 获 得 了 元 

全 德尔 自已 在 前 明 其 证 明 思 想 时 指出 ， “我 们 可 以 注音 到 ' 一 
个 形式 系统 的 公式 在 形式 上 都 表现 为 基本 符号 ( 变 量 、 逻 和 煤 澡 
项 、 括 号 或 中 断 符 号 )》 的 一 个 有 限 序 列 ， 而 卫 人 们 容易 精确 地 去 
指明 切 本 符号 的 那些 有 限 序列 是 有 意义 的 公式 和 那些 不 是 有 意义 
的 公式 。 类 位 地 ,从 形式 的 观点 看 ,所 谓 证 明 实际 上 就 是 公式 的 一 
个 有 限 序列 。 对 于 元 数学 来 说 ， 究 竟 用 什么 东西 来 作为 某 本 符号 
尖 然 是 没有 关系 的 。 我 们 不 妨 就 用 自然 数 采 作为 基本 符号 ， 如 
此 ，-- 个 公式 就 是 一 个 自然 数 的 有 限 序列 ,而 一 个 证 明和 便 是 一 个 
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有 限 的 自然 数 序 列 的 有 限 序列 。 据 此 ， 元 数学 的 概念 《命题 》 也 
就 变 成 了 关于 自然 数 或 他 们 的 序列 的 基本 概念 《命题 》， 从 醒 即 
可 《至 少 是 部 分 地 ) 在 (对象) 系统 本 身 的 符号 中 得 到 表示 ， 特 
别 是 人 们 可 以 证 明 “公式 ”、 ‘证 明 ”、 “可 证 公式 等 都 可 在 
对 象 系统 中 加 以 定义 > 。 

和 如此， 作为 不 完备 性 定理 证 明 的 第 二 步 是 在 对 象 系统 内 构造 
这 样 一 个 命题 6， 使 其 元 数学 的 意义 为 “G 是 不 能 证 明 的 ” 《 注 
意 ， 这 是 元 数学 中 的 命题 一 -我们 记 为 G') 。 

哥 德 尔 指出 ， 一 旦 构成 了 这 样 的 命题 ， 定 理 的 证 明 就 完 
了 了， 因为 G 正 是 所 需要 的 不 可 判定 的 命题 ， 现 简要 她 措 述 如 下 ， 

前 提 ， 《a) 凡是 可 证 明 的 命题 必然 是 真 的 《从 直 观 上 看， 
这 是 任 一 公理 系统 的 必然 要 求 ) 。 

《8) 命题 的 真理 性 在 映射 下 保持 不 变 《 特 别 是 这 里 
的 G 和 G 是 同 真 假 的 ) 。 

结论 1 “6 是 不 能 证 明 的 。 

证 明 “ 现 用 反 证 法 
没 G 是 可 以 证 明 的 9.G 为 真 -从 .6' 为 真 - 由 C 的 意义 .G 是 
不 能 证 明 的 。 矛 盾 ， 证 毕 。 

结论 2 “一 G 也 是 不 能 证 明 的 。 


证 明 ”由 结论 1 订 知 ，G 是 不 能 证 明 的 -由 和 的 意义 Gt 为 真 


76 为 真 2 一 6 为 假 〈2》 一 6 是 不 能 证 明 的 ， 证 毕 。 

由 结论 1 和 结论 2 可 知 G 是 不 可 判定 的 , 齐 即 东 统 是 不 完备 的 . 

哥 德 尔 自己 指出 ， “这 一 推理 过 程 与 里 次 德 (Richard》 舍 
论 的 相似 之 处 是 显然 的 ， 而 且 和 强化 了 的 撒谎 者 停 论 也 有 一 个 很 
大 的 相似 性 .因为 那个 不 可 判定 的 命题 ( R(g，g) 3 所 断言 的 正 
就 是 … [ R(g，g) ] 是 不 可 证 明 的 ” 。 关 于 里 查 德 侍 论 ， 我 们 在 
§ 2 中 特地 引进 了 关于 它 的 “里 查 德 数 等 价 于 非 里 查 德 数 ” 的 陈 
述 形式 ， 大 家 可 以 自行 对 照 分 析 。 
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如 所 知 ， 堪 斯 基 证 明了 

定理 ”对 于 无 穷 阶 的 形式 语言 来 说 ， 如 果 相 应 的 元 理论 市 的 
可 证 明 命 题 集 是 无 矛盾 的 ， 那 么 就 不 可 能 在 元 语言 中 构造 出 一 个 
在 约定 意义 下 是 充分 的 关于 真理 的 定义 。 

这 蚌 一 个 关于 真理 概念 的 可 定义 性 的 定理 ， 值 得 注意 的 是 塔 
斯 基 对 本 定理 的 证 明 思 想 与 方法 完全 类 似 于 上 述 哥 德尔 对 不 完备 
性 定理 的 证 明 思 想 和 方法 ， 

村 德尔 的 定理 和 塔 斯 共 的 定理 都 具有 深 鹿 的 数学 和 哲学 意 
义 。 而 且 它 们 的 证 明 思 想 都 是 直接 来 源 于 悼 论 的 分 析 。 可 网 从 方 
法 论 的 角度 来 看 侍 论 阿 题 的 研究 确 有 重要 意义 。 


$7 悖 论 的 成 因 与 研究 悖 论 的 重要 音义 


我 们 在 $ 1 中 论 及 迟 论 的 定 尽 时 草 指出 ,任何 一 个 悖 论 都 相对 
于 某 一 理论 体系 ， 不 妨 进一步 指出 ， 任 一 悖 论 还 属于 一 定 的 历史 
范畴 ， 亦 即 它 还 相对 于 认识 的 各 个 历史 阶段 。 如 和希 帕 索 斯 停 论 、 
伽利略 悼 论 和 上 摧 克 莱 迟 论 等 等 均 中 进入 历史 博物 馆 。 上 既然 任何 悖 
论 都 属于 一 定 的 历史 范畴 和 一 定 的 理论 系统 ， 也 就 不 存在 任何 绝 
对 意义 下 的 悖 论 。 既 然 如 此 ， 也 就 没 在 什么 绝对 意义 下 的 产生 悖 
论 的 终极 原因 ， 同 时 也 不 会 有 任何 能 在 绝对 意义 下 一 劳 永 逸 地 免 
除 悖 论 的 方法 ， 但 这 六 并 不 排斥 我 们 能 在 认识 论 的 意义 下 去 揭示 
产生 个 论 的 根本 原因 ， 如 所 知 ， 人 的 认识 总 具有 历史 的 局 限 性 和 
相对 性 ， 因 之 ， 产 生 悖 论 的 根本 原因 ， 无 非 是 人 的 认识 与 客观 实 
际 以 及 认识 客观 檬 界 的 方法 与 客观 规律 的 子 盾 。 这 种 直接 和 间接 
的 矛盾 在 某 一 点 上 的 集中 表现 就 是 导论 。 例 如 ， 人 黎 利 咯 壕 论 和 希 
幅 索 斯 律 论 就 表现 为 直接 的 主观 认识 与 客观 实际 的 子 盾 ， 又 如 康 
托 用 于 造 集 的 概括 原则 是 认识 客观 世界 的 方法 或 手段， 但 是 生 
成 集合 有 它 自身 的 客观 法 则 ， 那 么 产生 罗 案 屠 论 的 原因 乃 在 于 概 
括 藉 由 造 集 的 任意 狂 与 生成 集合 的 客观 规则 的 非 任意 性 之 间 的 巴 
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盾 ， 这 就 表现 为 认识 世界 的 方法 与 客观 规律 之 问 的 了 矛盾， 这 是 一 
种 间接 的 主客 观 矛 盾 ,， 一 定 历 史 阶 段 中 人 的 主观 认识 与 客观 
空 际 之 间 的 秘 盾 、 而 悖 论 就 是 这 种 矛盾 在 某 些 点 上 的 集中 表现 。 

如 上 旺 ， 由 于 大 的 认识 在 各 个 历史 阶段 中 的 局 眼 性 和 相对 性 . 
在 人 类 认识 的 各 个 历史 阶段 所 形成 的 各 个 理论 体系 中 ， 本 来 就 其 
有 产生 停 论 的 可 能 性 ， 但 在 人 类 认识 世界 的 深化 过 程 中 同样 其 备 
排除 停 论 的 可 能 性 和 现实 性 ， 人 类 认识 世界 的 深化 没有 终结 ,六 
论 的 产生 和 排除 也 没有 终结 。 因 之 ， 在 绝对 意义 下 去 寻求 什么 产 
生 悖 论 的 终极 原因 和 创造 什么 解决 悖 论 的 终极 方法 都 是 不 符合 认 
识 论 原则 的 。 | 

悖 论 向 题 的 研究 ， 对 于 数学 基础 理论 、 逻 辑 学 。 语 言 学 和 挡 
学 的 研究 都 有 重要 意义 ， 试 看 语义 学 、 类 型 论 、 多 值 罗 和 辑 、 公 理 
化 集合 论 的 几 个 重要 系统 ， 直 到 近代 数学 的 三 大 流派 的 形成 和 发 
展 ， 无 不 直接 来 自 舍 论 问题 的 研究 ， 还 有 公理 化 方法 论 ， 数 理 逻 
辑 、 证 明 论 和 模型 论 的 形成 和 发 展 的 一 个 切 近 康 因 ， 陈 了 非 欧 岂 
何 的 产生 之 外 ,仍然 是 仁 论 问题 的 研究 ， 特 别 是 我 们 在 6 中 讨 
论 的 哥 德 尔 不 完备 性 定理 这 样 的 重大 研究 成 果 ， 其 直观 背景 和 证 
明 思 想 也 直接 来 自 舍 论 的 分 析 。 所 以 ， 贝 特 说 ， “现代 偿 辑 中 的 
许多 最 为 深刻 的 成 里 ， 都 从 律 论 的 分 析 中 产生 ” 。Fraenkel 说 ， 
“作为 近代 基础 理论 研究 的 最 有 兴趣 的 发 展 之 一 ， 就 是 证 明了 这 
样 一 点 ， 语 义学 悖 论 所 代表 的 问题 不 仅 是 那 种 与 数学 本 身 只 有 间 
楼 关系 的 方法 论 问 题 ， 而 且 也 是 对 于 数学 有 着 巨大 半 接 作用 的 研 
帘 的 出 发 点 ?” ， 塔 斯 基 说 ， “必须 强调 的 是 。 悖 论 在 建立 现代 演 
绎 科学 的 基础 占有 一 个 特别 重要 的 地 位 ， 正 象 集合 论 的 舍 论 ， 特 
别 是 罗 喜 位 论 成 为 逻辑 和 数学 相 容 性 形式 化 的 起 点 一 样 ， 教 谎 者 
悖 论 及 其 他 语义 学 个 论 导 致 了 理论 语义 学 的 发 展 ? 。 总 而 言 之 ， 
在 二 十 世纪 的 今天 来 证 论 和 研究 惧 论 问题 ， 首 先 应 该 把 十 八 世纪 
以 前 那 种 认为 悖 论 只 是 茶 祭 酒 后 的 闲谈 的 陈旧 君 法 扫除 ， 否 则 只 
能 说 明 他 对 数学 基础 、 数 理 拘 学 的 近代 发 展 视而不见 。 
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第 9 讲 ” 论 数 学 基础 诸 流 派 及 其 无 穷 观 


$ 1 ”数学 系统 的 相对 相 容 性 证 明 与 
诸 流派 形成 的 历史 近 因 


所 谓 数 学 系统 的 相对 相 容 性 证 明 就 是 把 一 个 公理 系统 的 相 容 
性 证 明 化 归 为 另 一 个 看 上 去 比较 可 靠 的 公理 系统 的 相 容 性 证 明 ， 
也 即 依靠 某 一 个 数学 系统 的 无 子 盾 性 来 保证 另 一 个 数学 系统 的 协 
调 性 ， 这 一 概念 的 产生 和 历史 发 展 的 背景 是 这 样 的 ， 自 从 H, 4， 
J]o6aaescKm 亚 几何 诞生 后 ,由 于 罗 开平 行 公理 如 此 地 为 常识 
所 不 容 ， 这 才 真 正 激 起 了 人 们 对 于 数学 系统 的 无 耶 盾 性 证 明 的 兴 
趣 和 重视 .后 来 ， 庆 卡 莱 在 欧 氏 半 平 面 上 构 作 了 罗氏 几何 的 模型 ， 
这 就 把 罗氏 系统 的 相 容 性 证 明 通 过 一 个 各 型 化 归 为 欧 氏 系统 的 相 
容 性 证 明 , 但 却 由 此 而 导 至 了 人 人 们 对 欧 氏 系统 相 容 性 的 重重 疑虑 
潼 亏 那 时 已 经 有 了 解析 几何 ， 这 就 等 于 在 实数 系统 中 枸 造 了 一 个 
哆 氏 几何 的 模型 。 这 就 把 欧 氏 几何 的 无 耶 盾 性 归 约 到 了 实数 论 的 
相 容 柱 。 那 么 实数 论 的 相 容 性 如 何 ? Dedekind 把 实数 定义 为 有 理 
数 的 分 划 ， 也 有 即 有 理 数 的 无 穷 集 爷 。 因 而 把 这 个 无 子 盾 性 归 约 到 
了 自然 数 系统 的 无 矛盾 性 。 又 用 于 Frege 和 和 Dedekind 的 自 然 数 统 
念 是 借助 集合 的 概念 如 以 定义 的 。 因 此 ， 轨 来 归 去 还 是 把 矛盾 集 
中 到 集合 论 那 里 去 了 。 那 么 集合 论 的 相 容 性 如 何 ? 事实 上， 集合 
论 的 相 容 性 正 处 于 严重 的 “和 危机 ”中 ， 以 致 这 种 相对 相 容 性 的 证 
有 明 至 邻 还 是 一 场 空 。 

在 非 欧 几何 获 致 普 志 接受 及 其 相对 棚 容 性 得 到 证 明之 前 的 很 
长 历史 阶段 中 ， 人 们 几乎 确信 数学 真理 就 是 绝对 真理 ,例如 Kant 
就 把 殉 氏 几何 看 成 是 关于 空间 的 绝对 真理 ， 即 所 谓 先 验 的 综 合 
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州 疡 。 然 而 ， 工 述 独 卡 菜 模型 的 出 斑 ， 特 别 是 人 们 相继 发 现 欧 氏 
几何 的 入 条 公理 在 罗氏 空间 的 极限 球 上 香 以 全 部 成 立 ， 从 有 而 了 欧 氏 
几何 的 析 容 性 反 过 来 也 可 借 形 非 欧 几何 的 相 容 性 部 以 保证 .这样 ， 
平行 公理 完全 机 背 的 两 个 几何 系统 竟然 万 互 为 相 容 的 ， 这 就 直接 
否定 了 上 上述 数 学 再 理 就 是 绝对 真理 的 观点 。 待 至 各 种 几何 系统 在 
空间 曲率 概念 得 群 论 观点 下 歼 宇 统一 的 时 人 想 ， 人 们 则 更 是 感到 这 
样 多 的 至 少 起 部 分 到 蔬 盾 的 儿 何 后 然 都 能 用 来 描述 物理 空间 ， 我 
作 间 不 知道 ， 对 于 物理 空间 来 说 ， 究 竟 哪 一 种 是 真实 的 了 。 在 部 
分 数学 家 那 岂 ， 竟 导致 了 对 于 数学 欣 理 性 的 荷 定 而 走向 了 相对 主 
多。 

此 外 ， 人 集合 论 以 论 的 出 现 ， 震 动 了 整个 西方 数学 界 和 膛 轿 学 
界 ， 希 尔 伯 特 指引， * 改 代 承认， 十 于 侍 论 的 出 现 出 造成 的 形势 
是 难以 周 归 的 。 只 要 设想 一 下 ， 每 个 人 曾 学 过 、 数 过 并 在 数学 中 
加 忆 应 用 的 定义 和 演绎 的 方法 ， 从 米 剖 被 认为 是 真理 和 必然 的 典 
范 ， 而 班 在 邦 导 致 了 芒 亦 ， 如 果 连 数学 思维 部 是 不 可 靠 的 ， 那 么 
到 哪里 还 能 找到 真理 和 必然 福 呢 ? ” ， 

数学 是 演绎 挫 弄 性质 的 学 科 ， 所 以 从 形式 小 看 ， 数 学 命题 的 
真理 性 是 建立 在 公理 的 真 埋 性 和 逐 辑 规则 的 有 效 性 之 上 的 ， 本 米 
即使 在 土 述 “数学 旭 理 是 绝对 直 理 手 这 一 观 伪 受 到 冲击 之 后 ， 数 
学 家 还 可 以 上 用 逻辑 推理 的 严 梯 福 来 作为 精神 支柱 ， 并 以 此 解释 数 
学 在 应 用 中 的 有 效 性 ， 但 由 了 性 论 的 出 现 ， 这 …- 稍 神 广 柱 启动 揪 
了 。 这 就 不 能 不 在 数学 家 中 形成 了 “危机 ” 感 。 

正 因 为 数学 面临 着 这 祥 的 “危机 ”， 才 促使 数学 家 们 去 探索 
数学 推理 在 什么 情况 下 请 效 ， 什 么 情况 下 无 效 ， 数 学 命题 在 怎样 
的 衫 襄 下 其 有 站 理性 ， 在 息 样 的 情况 二 失灵 。 于 是 ， 在 本 世纪 
初 ， 数 学 基础 论 这 一 分 科 就 竹 生 了 。 摆 在 从 事 数 学 基础 问题 研究 
的 数学 家 面前 的 首 村 任务， 就 是 如 何 为 数学 的 有 效 性 重新 建立 可 
靠 的 纺 据 。 由 于 在 这 一 工作 中 所 持 的 基本 观点 不 时 ， 才 在 数学 基 
融 论 的 研究 四 形成 了 各 个 流派 。 而 这 也 正二 形成 数学 其 山庄 流派 
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的 共同 的 历史 背景 。 


82 逻辑 主义 派 的 观点 和 方法 


逻辑 主义 派 的 主要 代表 人 物 是 罗 案 。 人 逻辑 主义 派 的 主要 守旧 
是 把 数学 化 归 为 逻辑 。 亦 就 是 说 ， 第 --， 数 学 的 概念 可 以 从 逻辑 
.的 概念 出 发 ， 经 由 明显 的 定义 而 得 出 ; 第 二 ， 数 学 的 定理 可 以 从 
逻辑 的 命题 出 发 ， 经 贝 纯 座 辑 的 演绎 推理 而 得 出 、 因 货 ， 全 部 数 
党 者 可 以 从 基本 的 逐 辑 概念 和 还 辑 规则 推导 出 来 。 这 样 一 来 ， 数 
党 也 就 成 为 运 辑 的 分 支 了 。 - 

逻辑 主义 的 形成 ,不 仅 有 它 的 历史 背景 ,还 丰 它 自 肖 的 历史 发 
展 过 程 。 其 实 , 他 辑 主 义 之 思想 原则 的 请 芽 , 亦 即 把 池 辑 署 成 是 先 
于 一 场 科 学 的 观点 ， 可 以 追 漳 到 Leibaiz* 但 他 本 人 并 没有 从 事 这 
方面 的 工作 ， 他 的 这 一 想法 直到 十 九 世 纪 才 在 Dedekind、Frege、 
FEeano 等 人 的 工作 中 得 到 初步 发 挥 。 应 该 说 , 逻辑 主 义 的 观点 在 
Frege 的 工作 中 就 站 本 形成 , 因为 Frege 明 确 地 提出 了 效 学 可 以 化 
归 为 远 辑 的 想法 ， 而 且 花 费 了 将 近 二 十 人 第 的 时 间 把 算术 化 归 为 还 
辑 ， 这 就 是 他 的 巨著 《算术 基础 》 和 《算术 基本 原理 》。 另 外 ， 
Dedekind 也 应 该 是 未 辑 主义 的 创始 人 之 一 ， 因 为 他 在 1887 年 发 
表 的 《 数 的 性 质 与 意义 》 一 文中 就 明确 提出 了 与 罗素 几乎 完全 相 


同 的 主张 。 当然 ，Frege 的 工作 没有 超出 算术 的 范围 ，Dedekind 


对 自己 的 所 述 永 张 也 没有 更 多 的 展开 ;只 有 在 岁 素 和 Whitehead 
那里 ， 才 把 这 派 的 主张 详 详细 细 地 加 以 发 展 ， 并 且 真 正 从 相当 少 
的 公理 和 概念 出 发 ， 导 出 了 类 部 分 数学 。 

”为 了 震 请 罗素 的 数学 观 ， 不 妨 先 看 一 看 罗素 是 消 着 怎样 的 道 
路 去 从 事 数 学 基础 理论 的 研究 工作 的 .对 此 ,罗素 在 他 的 《数理 哲 
学 引 论 》 一 书 中 指出 。 “数学 是 这 样 的 一 种 研究 ， 它 刘 以 按 两 个 
方 高 去 进行 。 一 个 比较 熟悉 的 方向 是 建设 性 的 ， 即 不 断 增 大 理论 
的 复杂 性 ，……， 另 一 个 是 不 很 熟悉 的 方向 ， 这 就 是 通过 分 析 来 
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达到 越 来 越 大 的 抽象 性 和 化 辑 简 单 性 ， 这 里 所 考 堵 的 已 不 再 是 从 
怎样 的 假设 击发 可 以 定义 或 演绎 出 什么 结果 的 问题 ， 而 是 研究 我 
们 能 苦 找 到 更 为 一 般 的 思想 原则 ,从 这 些 思想 和 原则 出 发 ,能 使 现 
在 作为 出 发 点 的 东西 得 以 被 定义 或 演绎 出 来 。” 罗 素 在 数学 基础 
理论 上 上 的 研究 工作 是 没 着 后 面 这 个 不 很 熟悉 的 方向 进行 的 .那么 ， 
罗素 后 米 上 所 找到 的 这 些 更 为 一 般 的 思想 和 厌 则 是 什么 昵 ? 这 就 是 
罗素 所 指出 的 ， “应 当 从 一 些 普 凯 承 认 是 属于 逻 牙 的 前 提出 发， 

再 经 过 演绎 而 达到 那些 明显 地 属于 数学 的 结果 。?” 而 这 也 正 是 实 
现 逻 辑 主义 根本 宗旨 一 把 数学 化 晤 为 四 辑 一 一 的 根本 做 法 。 

从 逻辑 主义 的 形成 和 历史 发 展 米 奸 ， 他 辑 主 义 的 工作 可 以 划 
分 为 数学 理论 的 算术 化 和 算术 理论 的 你 辑 化 这 样 两 个 阶段 。 

十 九 世 纪 的 最 后 二 十 五 年 ， 塔 称 为 数学 理论 算术 化 的 时 期 ， 
许多 出 色 的 数学 家 都 投入 了 这 个 工作 。 不 仅 数 学 分 析 建 基于 实数 
论 ,; 几何 也 归 约 到 了 实数 论 , 1872 年 Weierstrass ,Cantor 和 Dede- 
kind 等 人 几乎 同时 完成 了 实数 定义 ， 但 无 论 是 康 托 的 收 化 有 理 
数 序 列 还 是 Dedekind 的 有 理 数 分 划 ， 都 表明 了 实数 论 被 化 归 为 
有 理 数 论 ， 进 而 整数 直至 自然 数 系统 ， 当 然 其 中 已 借用 了 集合 论 
概念 。 从 而 志 所 著称 的 、 由 三 个 原始 概念 和 五 条 公理 所 构成 的 皮 
亚 庶 (Peano) 算 术 公 理 系 统 便 成 为 这 个 数学 理论 算术 化 工作 的 终 
结 . 人 们 从 皮 亚 诺 系统 出 发 :借助 集合 论 的 概念 , 便 可 建造 算术 ,分 
析 、 儿 何 直至 整个 数学 大 厢 。 因 而 这 种 数学 理论 算术 化 使 得 许多 
数学 家 感到 满意 ， 甚 至 认为 无 需 租 前 进 了 。 但 对 逐 辑 主义 者 来 
说 ， 这 只 是 实现 逻辑 主义 宗 目 的 第 一 步 ， 要 把 数学 化 归 为 逻辑 ， 
更 重要 的 是 所 谓 算术 理论 逻辑 化 。 

Frege、 克 hitehead 和 罗素 曾 为 借助 于 纯 逻 辑 概 念 去 定义 皮 亚 
诺 系 统 的 三 个 原始 概念 、 借 助 于 纯 逐 辑 法 则 而 演绎 地 引出 皮 亚 诺 
系统 的 五 条 公理 等 等 付出 了 巨大 的 劳动 。 后 来 ,罗素 曾经 认为 ,这 
种 算术 理论 逻辑 化 的 工作 已 经 完成 ， 从 而 认为 次 辑 主 义 的 宗 骨 已 
经 实现 ,这 就 是 罗素 自己 所 说 的 过 我 们 发 现在 这 里 ( 即 指 《数学 原 
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理 》 一 书 个 地 方 能 作出 明确 的 分 界线 ， 使 得 
逻辑 在 其 直方 ， 数 学 在 共 布 方 ， 如 果 述 有 人 不 承认 逻辑 和 数学 的 
间 一 -人 性、 我 们 就 请 他 来 证明 ， 《数学 原理 》 中 的 哪些 定义 和 演 
绎 可 吾 成 是 运 辑 的 终点 和 数学 的 起 点 。”“ 从 修 辑 中 展 并 纯 数学 
的 工作 ， 已 经 由 Whitehead 帮 我 在 《数学 原理 》 一 书 中 详细 地 做 
了 出 来 。 2” 其实， 事情 并 没有 这 么 简单 ， 经 过 仔细 分 村 ， 普 放 认 
为 ， 罗 素 和 他 的 侣 作者 并 没有 能 在 《数学 原理 》 -一 书 中 实现 逻辑 
主义 的 宗旨 ， 以 .上 的 说 法 ， 只 能 是 罗素 的 一 个 自我 安慰 而 已 
事实 上 ， 大 们 在 《数学 原理 》- 一 书 中 可 以 清楚 地 看 到 ， 在 他 
们 不“ 逻辑 ”出 发 推导 数学 命题 的 过 程 中 使 用 了 集合 论 的 公理 ， 
特别 是 使 用 了 无 穷 公 理 和 选择 公理 。 因 为 设 丰 无 穷 公 理 ， 连 百 然 
数 系 统 都 无 法 构造 ， 更 谈 不 上 全 部 数学 了 。 人 们 现 已 引进 了 所 谓 
初等 公理 系统 与 高 等 公理 系统 的 概念 ， 人 
系统 称 为 初等 的 。 凡是 必需 供 助 无 穷 公理 的 系统 称 为 高 等 的 ， 
算术 与 几何 理论 均 属 高 等 公 志 系统 ， 人 和 不 可 能 不 避 二子 光 
理 ， 其 次 ,没有 选择 公理 ， 则 数学 中 的 定理 就 要 砍 挡 一 -大 批 。 罗 
索 和 Whitehead 也 在 事实 上 借助 了 这 天 条 公理 ,那么 ,这 两 条 公理 
究竟 算 不 委 远 辑 公 理 ? 这 首先 又 要 牵涉 到 什么 是 逻辑 的 问题 ， 按 
照 大 们 对 于 逻辑 的 一 般 理 解 ， 普 授 认 为 纯粹 逻 竹 只 涉 下 形式 而 不 
涉及 具体 事实 , 亦 即 作为 逻辑 法 则 ,只 允许 讨论 可 能 性 对 象 ， 而 不 
”允许 在 逻辑 法 则 中 作出 去 dh 但 无 穷 公 理 恰 从 就 
让 一 条 存在 性 公理 ， 因 为 存在 一 个 集合 是 陈述 公理 的 必然 判断 ， 
本人 加 办公. 从 
借助 了 非 逮 辑 公 理 ， 怎 能 说 爹 部 数学 命题 均 由 逻辑 规则 和 逻 竹 概 
全 油 泽 失 出 的 和 从? 丰 甩 下 在 央 人 忆 估 疝 下 让 放 让 竺 下 
塌 。 至 于 罗素 自已 ， 其 实心 里 也 明 百 ， 因 为 他 们 在 使 用 无 穷 公理 
时 显得 很 况 强 ， 正 如 Eraenkel 和 Batr-FIillel 折 说， “他 们 是 很 
鬼 强 地 走 这 一 步 的 。” “Frege 和 罗素 的 埋 论 的 严重 的 缺陷 在 于 
无 穷 公理 的 令 人 怀疑 的 状况 。” 王 消 也 指出 ， “下 是 由 于 要 借助 
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下 烙 的 逻辑 概念 来 给 出 :无限 的 一 个 充分 根据 这 一 闵 难 ,省 使 内 
索 关 于 数学 与 逻辑 相等 价 的 理论 成 为 可 疑 ,” 因 此 , 盟 操 的 事实 这 
使 罗素 和 玖 hitehead 对 此 设法 补救 ,其 补救 办 法 是 把 所 有 更 用 到 
这 呵 条 公理 之 一 才能 证 明 的 命题 一 律 改写 为 条 件 式 砷 题 ， 亦 即 不 
把 这 两 条 公理 列 入 他 们 的 系统 ,但 妆 某 数学 命题 PDP 必须 借助 无 穷 公 
理 才 能 证 明 时 ,就 把 P 陈 述 为 * 如 于 无穷 公 再 丰 则 P” 等 等 ; 因 得 这 
两 条 公理 就 变 成 诸如 此 类 的 每 一 定理 的 前 提 ， 而 不 再 是 特 说 的 公 
理 了 。 XCarnap 曾 建议 采用 “坐标 请 言 ? 而 废除 “名称 语 育 ” 
的 办 法 补救 之 ， 在 他 略 来 ， 具 要 这 样 做 了 ， 则 无 穷 公理 就 可 以 被 
试 为 是 关于 “位置” 而 不 是 关于 事实 的 断 窑 ， 而 位 置 则 可 能 是 空 
和 的。 但 是 ， 不 论 是 罗 崇 的 条 件 式 命题 还 是 Carnap 的 华 标 语言 ， 
普遍 认为 这 都 是 勉强 的 做 法 ， 也 就 难以 取 得 太 多 数 数学 家 的 支持 
了 。 具 有 罗素 等 少数 人 才 认 为 已 经 借 此 实现 了 逻辑 主义 的 宗 
东 . 

男方 而 ， 问 题 的 复兴 性 还 远 不 止 二 此 。 大 家 知道 ， 要 队 逐 秋 
导出 全 部 数学 ,势必 要 导 至 汇 限 集 理 论 的 展开 ,而 集合 论 本 寻 了 矛盾 
重重 隐 益 子 正 是 以 落 名 的 罗素 悼 论 揭 开 的 ， 而 过 辑 系 统 是 不 允许 
有 有 子 盾 的 ， 因 之 集合 论 的 局 论 必需 排除 ， 罗 素 借 以 排队 集合 论文 
论 的 办 法 是 引进 * 环 福特 坏 原则 ”市 发 展 他 的 分 支 类 型 论 。 介 是 
这 个 分 支 类 型 论 不 仅 显 得 这 样 复 染 而 支离破碎 ， 更 严重 的 是 由 此 
号 不 能 实现 逻辑 主义 之 宗 忆 。 因 为 她 性 御 环 灌 则 是 直接 状 斥 非 宇 
谓 定 兴 法 的 ， 轴 非 下 谓 定 尽 法 的 禁 下 使 用 就 势必 蓝 抛 弃 许 多 自用 
.的 数学 概念 和 命题 。 办 此 ， 摆 在 罗 深 面前 有 两 条 路 ， 或 者 放弃 泪 
性 笨 环 原则 ， 从 而 也 就 拆除 了 芒 止 悖 论证 滥 的 罗素 式 的 握 防 ， 束 
者 坚持 恶性 御 环 原则 ， 从 从 也 就 无 法 衬 现 逻辑 主义 的 主张 。 到 疑 
地 ， 这 两 条 道路 岁 素 是 一 条 也 不 愿 写 走 的 。 他 终于 在 无 路 可 走 汐 
情况 下 找 上 了 一 条 虚假 的 小 路 ， 那 就 是 引进 可 化 中 公理， 任何 
( 广 注 》 公 式 邦 可 扩 和 一 个 直 请 广义】 公式 相等 价 。 但 是 ， 如 
果 我 们 应 公理 的 形式 耕 定 了 和 任何 一 个 非 喜 请 《广义 》 公 式 总 证 有 有 
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一 个 等 价 的 直 谓 广义) 公式 来 取代 的话 , 则 任 一 类 中 较 高 级 的 性 
质 就 可 化 妇 为 同 -- 类 中 较 低 级 的 性 质 ， 以 此 类 推 ， 便 把 类 中 之 分 
级 全 部 取消 了 。 从 而 剩 下 的 就 是 没有 恶性 循环 原则 的 简单 类 型 论 
了 。 所 弄 ， 人 们 稍 加 分 析 ， 便 发 现 可 化 归公 理 的 精神 与 恶性 御 环 
原则 相 冲 突 ，。 引 入 可 化 妇 公 理 后 ， 实 质 上 便 是 取消 恶性 御 环 诛 
列 。 拓 而 入 们 议论 纷纷 ， 可 化 归公 理 ~- 时 成 为 人 们 批评 《数学 原 
理 》 之 众 笑 之 的。 普遍 认为 ， 可 化 归公 理 过 于 人 为 而 不 自明 ， 其 
作用 无 菲 是 把 分 支 类 型 论 约 化 为 Ramsey 的 简单 类 型 论 ， 所 以 大 
多 数 人 宁可 直接 采用 简单 类 型 论 而 不 愿 章 在 可 化 归公 理 的 岩 想 小 
道 王 绕 弯路 。 罗 素 也 终于 放弃 可 化 归公 理 ， 但 又 抓 住 亚 性 循环 原 
则 不 放 ， 从 而 在 实际 上 放弃 了 多 辑 主义 的 主张 。 但 罗素 是 直到 刚 
年 才 承 认 : “我 所 一 直 寻 找 的 数学 中 的 光辉 的 确定 性 在 令 人 困 了 惑 
的 迷宫 中 次 失 了 。”* 寻 求 完 美 、 最 终 和 确定 性 的 希望 破灭 了 。” 

综 上 所 述 ， 我 们 乱 经 看 到 ， 还 辑 主义 宗 肯 之 实现 不 羽 困 难 重 
重 ， 罗 素 的 方案 也 实在 问题 百出 ， 只 好 以 失败 告终 。 其 实 ， 罗 束 
方案 失败 的 根本 原因 在 于 只 看 到 并 且 过 于 这 张 了 数学 与 运 辑 在 演 
绎 结构 上 的 同一 住 ， 而 完全 抹杀 了 数学 与 运 辑 科学 的 质 的 差异 
性 、 但 是 ， 我 们 却 不 能 由 于 逻辑 主义 的 失败 而 认为 逻辑 主义 者 的 
工作 一 无 是 处 或 训 无 价值 。 相 反 地 ， 应 该 看 到 ， 逻 辑 主义 者 的 工 
作 实 际 上 已 对 数学 与 逻辑 的 发 展 作出 了 重要 贡献 ， 

(1) 众所周知， 罗素 的 分 支 类 型 论 ， 特 别 是 经 过 Ramsey 改 
进 之 后 发 展 起 来 的 简单 类 型 论 ， 对 于 悖 论 的 研究 和 排除 是 有 重要 
意义 的 。 而 且 现 有 的 一 些 解决 舍 论 的 方案 ,看 来 无 不 渊源 于 罗 案 
早年 提出 的 见解 。 

(2》 天 辑 主 义 者 已 相当 成 功 地 把 十 卜 数学 纳入 了 一 个 统一 
的 公理 系统 ， 虽 然 这 个 系统 不 是 纯 逻 辑 的 ， 但 这 样 一 个 工作 却 成 
为 公理 化 方法 在 近代 发 展 中 的 一 个 重要 起 点 (参阅 《数学 原理 )。 

(3) 由 于 逻辑 主义 者 的 工作 ， 基 本 上 完成 了 从 传统 逻辑 到 
数理 运 蜀 的 过 让 和 斌 挛 。 特 别 超 上 rege。、Peirce、SchrGder 等 一 
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起 最 早 地 引进 了 量词 ， 并 对 量词 的 性 质 作 了 深刻 的 研究 。 Frege 
还 进一步 给 出 了 命题 演算 和 谓词 演算 的 系统 . 

最 后 ， 让 我 们 简 述 一 下 逐 辑 主义 派 的 无 穷 观 ， 由 于 他 辑 主义 
派 的 基本 立场 是 确认 全 部 数学 的 有 效 性 ， 并 认为 能 把 全 部 数学 化 
归 为 逻辑 ， 因 此 ， 嗓 发 确认 全 部 数学 的 有 效 性 ， 势 必要 确认 实 无 
限 观点 下 的 无 限 集 理 论 ， 央 此， 就 无 限 观 而 言 ， 逻 辑 主义 派 是 实 
无 限 论 者 ， 亦 即 确认 实 无 根性 研究 对 象 在 数学 领域 中 的 合理 性 。 
普 注 认为 罗素 及 其 追随 者 明显 地 承认 无 限 性 对 象 的 存在 性 。 但 由 
于 罗素 为 排 路 集合 论 的 悼 论 币 发展 他 的 分 支 类 型 论 ， 从 而 在 罗素 
系统 中 的 实 无 限 扯 对 象 就 在 不 同 的 沫 和 级 中 表现 为 一 定 的 层次 结 
构 。 这 是 符合 反 喘 论 者 的 见解 的 。 


$3 直觉 主义 派 的 观点 和 方法 


直觉 主 尽 派 的 主要 代表 人 物 是 Brouwer。 直 觉 主义 派 的 根本 
出 发 点 是 关于 数学 概念 和 方法 的 “可 信 性 ”考虑 .因此 ,认识 论 上 
的 可 信 性 就 唯一 地 决定 了 直觉 主义 的 前 提 。， 直觉 主 义 者 Heyting 
说 :。 “ 当 你 们 通过 公理 和 演绎 进行 思维 时 ， 我 们 则 借助 “可 信 
性 ”进行 轧 维 ， 这 就 是 全 部 的 区 别 。” 
直觉 主义 者 认为 ;集合 沦 悖 论 的 出 现 不 是 一 个 偶然 事件 , 它 是 
整个 数学 所 感染 的 疾病 的 一 个 症 焰 ， 因 此 ， 悖 论 问题 不 可 能 通过 
对 已 有 数学 作 某 些 技 术 人 性 的 修改 或 限制 而 得 以 解决 ， 必 须 依据 可 
信 性 的 要 求 对 已 有 的 数学 作 全 面 审查 ， 而 且 应 该 毫 不 犹 丈 地 放弃 
那些 不 符合 可 信 性 要 求 的 数学 概念 和 方法 ,那么 ,什么 样 的 数学 概 
鳄 和 方法 才 算 是 符合 直觉 主义 的 可 信 性 标准 呢 ? 这 个 标 淮 就 是 站 
党 主义 的 著名 口号 ，“ 存 在 必须 是 被 构造 。” 亦 即 数 学 中 的 概念 
和 方法 都 必须 是 构造 性 的 。 所 谓 主 张 概念 和 方法 上 的 构造 性 ， 就 
是 只 请 认 掖 固定 方式 经 有 银 个 步骤 能 够 定义 的 概念 和 能 够 实现 的 
方法 才 是 有 效 的 ， 故 构造 性 亦 称 能 行 性 ， 构 造 性 的 方法 亦 称 能 行 
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洼 的 方法 。 例 如 ), 求 两 个 正 整数 e，82 的 最 大 公约 数 , 可 用 Euaclid 除 
法 在 有 限 业 又 内 实现 . 象 这 类 方法 就 称 为 能 行 的 或 构造 性 的 方法 ， 

直觉 主义 者 在 数学 上 的 出 发 点 不 是 集合 沦 ， 而 是 自然 数论 。 
这 就 是 Heyting 所 说 的 ， “数学 开始 于 自然 数 及 白 然 数 相等 概念 
形成 之 后 ，” 转 绕 荐 日 然 数 论 的 可 信 性 问题 ， 班 觉 主义 者 指出 ， 
电热 数 来 源 于 Brouwer 的 “原始 直觉 ”或 称 “对 象 对 侦 直 觉 ,” 
所 谓 对 象 对 偶 直觉 ， 即 所 亩 人 党 有 之 的 一 种 能 力 一 一 某 一 时 刻 集 
中 注意 某 一 对 象 ; 紧 楼 着 又 集中 注意 于 另 一 对 象 , 这 就 形成 了 一 个 
原始 对 个 ， 就 用 (1，2》 来 表示 它 ， 有 六 这 个 原始 的 对 象 对 偶 ， 
” 便 可 根据 构造 性 的 复 求 重复 一 次 而 产生 (2，3》， 骨 重复 一 次 便 
是 (3，4) ， 依 此 递 扒 下去， 则 任何 一 个 下 然 数 都 能 从 这 个 对 象 
对 偶 直 觉 开 始 ， 用 构造 性 的 方法 产生 出 来 。 直 觉 主 义 者 认为 ， 只 
有 建立 在 这 种 原始 直觉 和 汀 构 造 之 上 的 数学 才 是 可 信 的 ， 而 这 种 
原始 得 觉 对 于 思想 来 说 是 如 此 直接 ， 其 结果 叉 是 如 此 清楚 ， 以 致 
不 消 需 要 任何 别 的 什么 基础 ， 

应 当 指 上 出， 不 要 把 直觉 主义 者 的 “直觉” 与 马克 思 主 义 认识 
论 中 所 论述 的 “家 观 感觉 ? 混为一谈， 相反 地 ， 在 哲学 观点 上 ， 
直觉 士 义 派 是 彻底 的 主观 唯心 论 者 ，Heyting 有 明确 指出 ， “如 果 
把 直 党 主义 的 断言 达成 是 关于 事实 的 断言 ， 闭 将 是 一 种 武断 ， 因 
为 它 并 不 具有 这 种 意义 ，”“ 直 觉 主义 的 推论 不 是 关于 事实 的 推 
论 ， 而 是 -种 埋 知 的 构造 ，” “我 的 数学 刀 起 属 杆 我 个 人 的 理智 
牛 活 ， 并 根 于 我 个 人 的 思想 -…… 数 学 思想 的 特性 是 在 于 它 并 相传 
达 外 部 世界 的 真理 ， 而 只 与 心智 的 构造 有 关 , ”所 以 直觉 主义 者 
的 拨 谓 “原始 直觉 ”和 由 此 开始 的 “ 宰 造 ”， 用 他 们 自己 的 话 来 
说 万 是 一 种 内 省 家 觉 能 力 的 发 挥 ， 

直觉 主义 派 也 有 它 本 身 的 历史 发 展 过 程 ， 如 果 单 纯 着 上 服 于 无 
穷 观 ， 则 直觉 主义 派 的 思想 一 直 可 以 追 湖 到 古代 ， 因 为 从 “存在 
必须 被 构造 ”这 一 前 提出 发 ， 势 必 导 至 彻底 的 港 无 限 规 念 ， 历 史 
上 第 一 次 明确 地 只 承认 潜 无 限 而 反对 实 无 限 的 是 Aristotle。 赂 
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早 于 他 南明 确 承 认 实 无 限 的 是 Plato，Aristotle 的 基本 倾向 是 在 
依靠 逻辑 的 同时 ， 更 大 力 地 依靠 感官 的 直接 印象 ， 而 对 于 感觉 能 
力 所 不 能 有 的 抽象 和 外 推 是 不 喜欢 的 。 这 就 势必 要 对 实 无 限 采取 
排斥 的 态度 。 他 也 明确 认为 ， 无 限 只 能 是 一 种 潜在 的 存在 ， 而 不 
能 是 一 种 实在 的 存在 ，Aristotle 这 种 无 穷 观 也 是 往 后 数学 领 
城中 一 切 法 无 限 论 者 的 基本 观点 。 

如 时 立足 于 直觉 主义 派 的 总 的 哲学 观点 ， 则 Brouwer 自 己 指 
出 % 我 们 可 以 在 氏 ant 那 里 找到 直觉 主义 的 一 种 古老 的 形式 。?” 
但 Brouwer 却 自称 为 新 直觉 主义 者 ， 因 为 他 放弃 了 开 ant 关 于 空间 
的 先 验 性 ， 而 更 坚持 关于 时 间 的 绝对 先 验 性 。 事 实 上 ，Brouwer 
所 说 的 原始 直觉 ， 就 是 Kant 关 于 村 间 的 直 觉 ， 而 Brouwer 关于 
自然 数 济源 于 原始 间 觉 的 提 法 也 就 是 Kanl 关 于 自然 数 是 从 时 间 直 
觉 中 推演 出 来 的 主张 。 但 在 开 ant 那 里 ， 除 掉 时 间 直 觉 凡 外 ， 还 有 
关于 空间 的 直觉 ， 儿 何 理论 则 产生 于 空间 直觉。 在 Brouwer 那 
里 ， 除了 原始 坪 觉 以 外 ， 不 冰 需 要 任何 别 的 纯粹 直观 ,因为 一 旦 
有 了 这 个 原始 直觉 ， 往 后 的 一 切 就 宁 以 从 此 开始 去 构造 了 。 

次 觉 主义 派 首 数 学 上 的 直接 先驱 者 态 是 与 康 托 癌 时 代 的 
Kronecker， 央 为 他 明确 提出 并 强调 了 能 行 性 ， 主 张 没有 能 行 
广 就 不 得 承认 它 的 存在 性 。 在 无 穷 观 的 问题 上 他 又 是 实 无 限 概念 
的 激烈 择 击 者 ， 他 与 康 托 进行 了 长 期 的 针锋相对 的 争论 。 他 曾 计 
划 要 把 数学 算术 化 并 在 数学 领域 中 清除 一 切 非 构造 性 的 成 分 及 
”其 根源 ， 论 卡 莱 也 是 直觉 主义 在 数学 上 的 先驱 者 ,因为 他 主张 自 
然 数 是 最 基本 的 直观 ,无 露 再 作 进 一 步 的 分 析 就 可 以 认为 是 可 信 
的 。 其 次 , 庞 卡 莱 也 曾 多 次 谴责 完成 了 的 无 穷 集合 观念 ,并 主张 潜 
无 限 观 鳄 ， 他 也 不 赞成 形式 化 的 研究 方法 。 但 是 庞 卡 莱 却 始终 没 
有 把 这 种 佑 向 明确 地 加 以 总 结 并 上 升 为 基本 观点 。 另 外 ， 法 国 的 
半 直 觉 主义 者 也 为 直觉 主义 的 形成 作 了 直接 的 准备 ， 因 为 他 们 在 
择 击 选择 公理 的 同时 强调 了 能 行 性 。 当 然 ， 只 有 在 Brouwer 那 
蛙 ， 才 完整 面 彻 诡 地 从 哲学 和 数学 滑 方 面积 彻 和 发 展 了 “存在 必 


161 


须 被 构造 ”的 观点 。 所 以 大 家 就 公推 他 为 直觉 主义 的 黄 基 者 和 代 
甫 人 物 了 。 这 一 学 派 中 的 主要 人 物 还 有 Heyting 和 Weyil 等 人 。 

吉 觉 主义 派 的 基本 观点 直接 决定 了 这 一 学 派 在 数学 工作 中 的 
基本 广场 是 ， 第 一 ， 在 无 穷 观 的 问题 上 入 底 采 纳 潜 无 限 而 排斥 实 
无 限 ; 第 二 ， 否 认 传 统 多 辑 的 普遍 有 效 性 而 重建 直觉 主义 逻辑 规 
则 ， 第 三 ， 批 翔 记 上 典 数 学 ， 拆 除 一 切 非 构造 性 数学 的 框架 ， 重 建 
直觉 主义 的 构造 性 数学。 下 面 我 们 来 作 进 一 步 的 讨论 和 评述 。 

《一 》 直 党 主义 派 的 无 穷 观 ， 根 据 直 觉 主 义 的 基本 观点 ， 
势必 导致 对 实 无 限 概 念 的 排斥 。 因 为 从 生成 的 观点 来 看 任何 一 个 
无 穷 集合 或 实 无 眼 对 象 都 是 不 可 构造 的 。 若 以 最 简单 的 自然 数 集 
为 例 讨 论 的 话 ， 按 照 能 行 性 的 要 求 必然 否定 自然 数 全 体 这 个 概 
念 ， 因 为 任何 有 穷 多 个 步 台 都 不 能 把 所有 的 失 然 数 构造 出 来 ， 更 
谈 不 上 谍 成 整体 了 ,而 且 即 使 先 假 设 有 于 么 一 个 全 体 自 然 数 论 域 
摆 在 那里 的 话 ， 直 觉 主义 者 也 不 承认 能 把 全 体 自然 数 逐 一 复查 完 
毕 ， 亦 嗓 不 举 认 有 走 这 自然 数论 域 的 概念 。 在 他 们 看 来 ， 自 然 数 
1，2，3，…， 内 能 永远 处 于 不 断 地 被 构造 的 延伸 状态 中 。 例 
刘 ， 直 觉 主 义 者 罗 e7i 明 确 指 出 ，“《Brouwer 使 这 一 点 明 确 了 ， 
就 是 没有 任何 证 所 能 够 证 明 所 有 自然 数 的 整体 的 存在 福 ，…… ， 
自然 数列 ， 它 能 够 通过 不 断 地 达到 下 一 个 数 而 超越 任何 一 个 已 经 
达到 的 界线 。 从 而 也 就 开辟 了 通 向 无 限 的 可 能 性 。 但 它 永 远 停留 
于 创造 《生成 ) 的 状态 之 中 ， 而 绝 不 是 一 个 存在 于 自身 之 中 的 事 
物 的 封闭 领域 。” 由 此 可 见 ， 在 无 穷 观 的 问题 上 ， 直 觉 主义 派 是 
十 分 彻底 地 采纳 了 潜 无 限 论 者 的 观点 ,如 所 知 , 实 无 限 论 者 对 自然 
数 全 体 的 认识 种 理解 是 完全 不 同 的 ,不仅 完 全 肯定 自然 数 全 体 这 
一 概念 ， 并 据 反 映 论 观点 作出 实际 的 解 灵 。 实 无 限 论 的 反映 派 认 
为 ， 人 类 对 自然 数 无 穷 序 列 的 认识 是 经 过 了 用 个 不 同等 级 的 抽象 
才 完 成 的 ， 第 一 是 由 具体 事物 到 自然 数 概念 ,这 是 一 级 抽象 .第 二 
是 由 其 体 的 自然 数 到 一 般 的 自然 数 :， 这 是 二 级 抽象 ， 第 三 是 从 
任意 有 限 多 个 自然 数 到 自然 数 全 体 ， 这 是 三 级 抽象 ,而 人 人们 之 所 
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以 能 完成 这 第 三 级 的 抽象 过 程 ， 主 要 是 因为 思维 能 够 反映 事物 在 
质变 过 程 中 的 “ 尺 轻 ” .在 这 里 便 是 具体 反映 了 从 延 伸 到 穷 蝎 ,有 
限 到 无 限 或 限 蚌 到 质 的 转化 。 和 借助 于 如 下 的 实际 考察 ， 对 于 自然 
数 全 体 的 概念 是 很 直观 的 。 如 图 设 革 物 P 沿 箭头 所 示 方 商 以 每 秘 


， 
9 一 六 "二 二 方 1 


国 9-! 
一 个 单位 的 速度 从 1 外 向 0 处 运动 。 这 从 现实 的 位 移 运 动 观 点 来 


看 ，P 是 完全 可 以 实现 从 1 到 0 的 位 移 运 动 的 ， 它 首先 以 二 秒 时 间 
从 1 移 到 寺 处 ， 在 卫 黎 时 间 后 就 经 过 了 考 处 ， 而 在 卫 黎 时 间 后 经 


过 了 者 处 ， 以 此 类 推 ， 总 共用 了 1 秒 钟 时 间 由 1 移 到 了 0。 而 P 在 这 


一 秒 钟 时 间 里 就 经 过 了 十， 序 ， 地 ，"…， 一 -，… 所 有 各 个 点 ,其 
分 母 也 就 走 遍 了 全 体 自 然 数 而 使 之 汇 成 一 个 整体 ， 所 以 从 实 无 限 
的 有 反映 派 观 点 来 看 ， 自 然 数 全 体 这 一 料 念 是 能 够 接受 的 ， 其 中 关 
链 的 一 步 就 是 承认 思维 对 延伸 到 穷竭 这 一 飞跃 的 正确 反映 。 但 从 
构造 性 观点 出 发 ,就 必然 否认 思维 对 于 飞跃 的 能 动 反 喘 ,在 这 一 点 
上 ， 大 致 所 有 的 溢 无 帐 论 者 都 是 如此。 

(二 ) 直觉 主义 派 的 逻辑 规则 ， 出 于 存在 必须 是 被 构 造 的 
考虑 ， 直 觉 主 义 派 理 认 传统 尿 辑 的 普遍 有 效 狂 。Brouwer 认 为 古 
典 逻 各 是 从 有 穷 集合 抽象 出 来 的 ， 不 能 无 限制 地 使 用 到 无 限 性 对 
象 上 去 ， 悖 论 就 出 在 无 穷 上 。Brouwer 指 出 ，“ 人 们 把 逻 输 误 认 
为 是 某 种 超越 和 先 于 全 部 数学 的 东西 ， 并且 不 加 检验 地 把 它 
应 用 到 关于 光 穷 集合 的 数学 。”Brouwer 在 这 里 说 了 两 件 事 ， 
第 一 ， 传 统 的 返 辑 规则 不 应 该 无 条 件 地 应 用 于 无 限 性 论 域 上 
第 二 ， 认 为 肌 辑 先 于 全 部 数学 则 是 一 种 误解 。 所 以 , 直觉 主 
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义 正 好 与 还 辑 主义 相反 ， 非 伺 不 把 逻 辑 看 成 是 先 于 数学 而 为 数学 
之 基础 ， 反 过 来 视 胃 辑 为 数学 的 一 个 部 分 ,直觉 主义 者 进一步 指 
出 ， “逻辑 并 不 是 我 们 站 立 的 基 地 …… 事 实 上 上 ， 它 不 过 是 一 种 
县 有 特殊 的 一 般 性 的 数学 定理 ， 亦 即 逻 狂 只 是 数学 的 一 个 部 分 ， 
丽 决 不 能 作为 数学 的 基础 。” 因 此 ， 直 觉 主义 派 也 发 展 了 自己 的 
肥 辑 ， 这 是 和 传统 肥 辑 很 不 相 疗 的 一 种 逻辑 ， 一 般 地 说 ， 这 种 不 
闻 之 处 主要 表现 在 否定 性 质 的 推理 上 。 现 把 一 些 不 同 之 处 列举 如 
FF 

《4) 排 申 律 ， 设 5 表示 一 个 无 穷 域 ， 如 前 所 提 及， 实 无 限 
论 者 认为 5 是 一 个 既 经 完成 了 的 无 窍 总 作 。 因 之 ， 建 立 在 实 无 限 
观点 上 的 吉 典 数学 使 认为 5 是 -- 个 已 经 槐 造 完 成 的 对 闭 域 ， 从 而 
能 把 8 的 全 部 个 体 逐 一 检查 完毕 ， 亦 就 是 我 们 在 推理 中 常 说 的 
“ 走 遍 8 的 一 切 元 等 等 。” 但 直 直 党 主义 派 既 然 认为 任何 无 穷 集 
合 都 只 处 在 无 正 伐 的 构造 中 丽 不 是 蕊 经 构造 完成 了 的 封闭 域 ， 从 
而 决 不 承认 能 把 所 在 某 类 具有 性 质 P 的 个 体检 查 完毕 ,因而 直觉 主 
义 派 就 不 允许 把 排 中 律 PV 一 P 使 用 到 无 穷 集 合 虐 , 亦 即 只 承认 排 
中 律 在 有 穷 集 合 上 的 有 北 性 ， 例 如 ， 直 觉 主 义 省 认为 能 对 {1,2， 
3，…， 人 这 ?个 自然 数 下 结论 ， “每 个 自然 数 或 者 是 偶数 ， 或 
者 不 是 偶数 。” 但 不 能 对 所 有 的 自然 数 下 这 个 结论 。 因 为 对 有 根 
多 个 科 然 数 而 言 ， 我 们 能 给 出 一 个 能 行 的 过 程 在 有 限 步 骂 内 把 这 
有 限 多 个 自然 数 一 一 -检查 完毕 , 伺 对 全 体 自 然 数 来 说 ,按照 构造 性 
观点 只 能 做 到 哪里 算 到 娜 里 ， 下 -- 步 情况 如 何 ， 等 做 出 米 之 后 再 
说 ， 在 下 一 步 还 没有 检查 之 前 ， 我 们 是 不 能 对 它 作 什么 结论 的 。 
由 于 这 种 一 步 一 步 的 检查 永远 做 不 完 ， 所 以 也 不 会 存在 一 个 能 行 
的 过 程 能 在 有 限 步 又 内 把 所 有 的 自然 数 记 查 一 次 ， 以 致 能 对 所 有 
自然 数 判 定 其 每 一 自然 数 要 么 是 偶数 、 要 么 不 是 偶数 。 所 以 ， 根 
据 构 造 竹 的 观点 ， 把 排 中 律 应 用 于 所 有 自然 数 之 于 是 无 效 的 ， 

直觉 主义 者 又 明确 指出 ， 所 谓 一 个 命题 是 真 的 ， 就 是 说 存在 
一 个 能 行 的 过 程 在 有 限 步 辣 内 已 经 证 明了 该 命题 是 真 的 ， 一 个 命 


164 


题 是 假 的 ， 也 是 指 已 经 能 行 地 证 明 丁 该 命题 为 假 。 然 而 事实 上 ， 
存在 普 大 量 的 数学 命题 既 没 有 能 行 地 证 其 为 起 ， 也 未 证 其 为 俱 ， 
这 些 未 证 命题 是 不 是 时 间 未 到 ， 今 后 时 间 一 到 就 总 能 或 证 其 为 真 
或 证 其 为 假 ， 这 一 点 直觉 主义 认为 根本 不 知道 ,全 是 未 证 命题 一 
直 是 越 米 起 多 ， 而 不 是 越 来 越 少 。 一 个 多 年 未 决 的 难题 的 解决 往 
往 带 来 一 批 未 证 命 古 。 因 下， 直觉 主 义 更 认为 ， 排 中 律 “命题 4 
或 合 题 了 4 必 有 一 下” 是 不 能 承认 的 。 因 为 根据 构造 性 的 观点 只 
能 是 证 一 个 算 一 个 ， 证 到 器 里 算 到 哪里 ， 如 时 无 条 件 承 认命 题 4 
或 命题 一 4 必 有 一 真 的 话 ， 这 就 等 于 承认 了 所 有 命题 总 是 能 构造 
性 地 证 其 为 真 或 不 下 的 。 但 在 直觉 主义 者 看 来 ， 这 是 没有 可 信人 性 
根据 的 。 这 就 是 Brouwer 所 说 的 ，“ 承 认 排 中 律 实 际 上 就 等 于 承 
认 对 每 个 数学 命题 都 能 或 证 其 为 真 或 证 其 为 假 ，”Heyting 也 指 
1 由 Brouwer 的 基本 观点 ， 用 研究 心智 的 数学 构造 而 不 涉及 
被 构造 对 象 的 竹 质 ， 就 立即 导致 了 对 排 中 律 的 拒绝 。” 但 在 吉政 
数学 中 ,由 于 承认 排 中 律 , 所 以 一 个 命题 不 论 能 不 能 或 是 不 是 已 证 
其 真 或 假 , 该 命题 总 归 是 斌 者 为 真 或 者 为 假 , 直觉 主义 则 不 然 。 

C8) 反 证 律 与 非 右 典 侈 辑 演 饪 ， 直觉 主义 者 认为 ， 签 证 明 
命 题 4 为 假 ， 当 可 设 4 真 ， 然 后 给 出 一 个 能 行 的 过 程 在 有 限 步 内 
引出 子 盾 ， 从 而 结论 4 假 。 亦 好 在 能 行 性 要 求 下 承认 如 下 的 形式 
推理 规则 ， 

(1》 如 果 荆 ，AL-B， 一 8B, 则 了 上 -一 4， 
世 是 对 于 一 个 合 题 的 肯定 式 ， 使 用 及 证 法 来 证 其 为 真是 不 为 直 
说 主义 者 所 接受 ， 亦 即 虽然 在 能 行 的 要 求 下 也 不 对 认 如 下 的 形式 
推 型 规则 ， 

(一 》 知 华 T，A- BB 则 TA 
通常 称 ( DD) 为 反 证 律 ， 它 反映 演绎 推理 中 的 反 证 法 。 通 常 称 
(一 4.) 为 妇 刻 律 , 它 反映 演 绎 推理 中 的 归 色 法 .直觉 主义 者 认为 象 
《一 ) 这 祥 的 推理 规则 太 强 ， 不 能 无 条 件 地 承认 ， 其 实 根本 问题 
还 是 由 于 构造 性 观点 与 万 条 件 承 认 排 中 律 是 不 相 容 的 。 
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《C) 量词 的 解释 与 等 价 式 :由 于 直觉 主义 者 强调 能 行 性 ,对 
于 盟 词 的 解释 也 不 同 于 古典 意 疼 下 的 理解 。 例如 ,3XA(X) 
虽然 也 被 解释 为 “有 一 个 六 使 上 《下 ) 成 立 ", 但 基于 构造 性 观点 ， 
就 必须 给 出 一 个 能 行 的 过 程 在 月 限 步 又 内 把 那个 使 4 《 久 ) 成 开 
的 X 找 出 来 。 否 则 不 能 算是 在 直觉 主义 观点 下 的 “有 XX 使 4 (X) 
成 立 ”。 如 此 ,直觉 主义 对 于 “如 果 了 3XA(X) 上 -8B， 一 BB 
由 瞩 3XACX》” 是 根本 不 承认 的 。 因 为 仅 由 “ 若 没 有 使 4(X)》 
成 立 而 导出 了 也 盾 ” 这 一 点 ， 并 不 能 说 明 已 经 纵 出 能 行 地 找 出 那 
个 使 有 《了 革 》 成 立 的 江 的 方法 。 又 如 一 些 古 典 谓词 还 辑 中 有 定 
理 ， 

yxXA CXY FF 4 CXY. 
直觉 主义 者 认为 不 是 普遍 有 效 的 。 因 为 直觉 主义 者 不 承认 能 对 无 
限 论 域 S 之 所 有 个 体能 能 行 地 一 一 检查 完毕 。 所 以 “不 是 所 有 的 四 
使 4《 基 ) 成 并 ”这 各 话 对 于 能 行 意义 下 的 * 有 一 个 使 A (XX》 
成 立 ” 这 何 话 来 讲 旋 是 一 句 空话， 因为 单反 前 一 甸 话 是 不 能 给 出 
能 行 地 找 出 一 4(X) 成 立 的 X 的 方法 的 。 如 果 你 是 在 已 经 给 出 了 能 
行 地 找 出 使 一 4tX) 成 立 的 了 的 方法 之 后 才 说 yA (CX) ” 
这 名 话 的 话 ， 则 直觉 主义 者 就 要 请 你 说 “3X4(X) ”而 不 要 画 
蛇 添 足 地 去 多 说 “mVYX4 (X)2 这样 的 废话 了 。 所 以 直觉 主义 者 
认为 如 上 的 定理 槛 么 是 无 效 的 ， 要 么 是 多 余 的 ， 因 而 是 不 接受 
的 。 所 以 在 古典 系统 里 承认 等 价 式 ， 
vyXA (KX) 一 一 3 A (x) 

但 直觉 主义 只 承认 3X 一 4 (X) 三 YXA (X) 而 不 承认 

1yXA CK) HI3X—A 。 

《三 )》 直觉 主义 派 的 构造 手数 学 ， 基 于 构造 性 观点 ， 势 必要 
排斥 古典 数学 中 的 非 构 造 性 数学 。 让 我 们 先 举 一 例 ， 借 以 对 照 说 
明 非 构造 性 观点 与 构造 性 观点 处 理 问 题 时 的 不 同 思想 方法 ， 

例如 ， 让 我 们 考虑 圆周 率 x 的 十 进位 小 数 表 示 式 

n=3.14159205358979..…， 
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EEE TE TE TC 


今 fD 走 示 第 ?位 小 数 前 出 现 数 字 5 的 个 数 , 如 f3) = 0,1(4) = 1， 
大 的 =2， 帮 10) = 3… 等 等 . 

试问 不 等 式 人 中心 士 是 否 对 每 个 自然 数 部 成 立 ?对 此 问题 ， 
古典 数学 认为 答案 或 者 是 肯定 的 ， 或 者 是 否定 的 ， 两 者 必 居 其 
一 。 直 党 主义 数学 则 认为 根本 不 能 回答 。 

二 典 数 学 对 这 个 问题 的 处 理 方法 是 ， 

1” 因 为 x 有 一 个 确定 的 解析 表达 式 ,因此 的 十 进 无 尽 小 数 表 
示 式 是 存在 而 有 意义 的 。 


2° 人 全 作成 一 个 有 界 的 无 穷 数 集 , 其 中 0<fS <1, 而 "= 
1 2; 3 “*, 

3 根据 Dedekind 制 切 原理 ,有 界 数 集 { 人 人 *"} 必 存在 确 定 的 
上 确 界 sup{ 人 2}=8, p<1. 


4 将 5 与 工作 一 比较 ,根据 三 分 律 可 知 ，8> 子 与 6< 壮 二 关 
系 式 中 有 且 仅 有 一 个 关系 成 立 。 
5” 因此 这 个 问题 的 答案 或 是 肯定 的 ,或 是 否定 的 ， 两 者 必 居 


其 一 ， 即 当 8<< 元 ， 则 肯定， 当 8> 方 ， 则 否定 。 


按照 直觉 主义 的 思想 方法 ， 则 对 于 以 上 推理 过 程 是 根本 不 能 
接受 的 。 首 先 对 于 x 被 表示 为 十 进 无 尽 小 数 展开 式 是 无 法 考 弄 的 ， 


只 能 算 到 哪 一 位 就 算是 展开 到 哪 一 位 ， 其 次 是 不 承认 信人 >} 是 一 
个 完成 了 的 有 界 数 集 ， 因 为 自然 数 "都 只 能 在 永 无 止境 的 被 构造 
之 中 ， 数 人 下} 也 只 能 在 无 止境 的 被 构造 之 中 ， 对 于 sup {人 呈 } 
= 8 的 存在 性 更 是 不 录 认 的 。 接 照 构造 性 观点 ， 对 于 长 袜 的 验算 
也 只 能 算 到 哪 一 步 把 话说 到 哪 一 步 ， 所 以 ， 对 于 所 有 的 自然 数 来 
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tC) 


问世 号 二 于 是 否 成 立 ? 直觉 主义 派 拒 绝 回 答 ， 


再 


又 如 考虑 连续 函数 性 质 的 中 间 倍 定理，“ 设 f(x) 在 (4， 
bY 上 连续 ， 并 且 f(a)。f (6) 过 0， 则 在 在 一 个 c Ce<e< 昌 ， 
使 得 f(c) =0。*# 我 们 知道 在 数学 分 析 中 是 用 反 证 法 来 证 明 这 个 < 
的 存在 性 的 ， 但 并 没有 给 出 一 个 能 行 的 过 程 在 有 限 步 吻 内 确立 这 
个 c 的 存在 。 自 然 ， 直觉 主 义 者 不 接受 这 种 非 构 造 性 证 明 ， 

今 以 直觉 主义 分 析 学 为 例 ， 试 看 直觉 主义 者 如 何 建 立 直觉 主 
义 数学 ,如 所 知 , 古 典 分 析 建 基于 实数 连续 统 , 因 此 ,建造 直觉 主义 
分 析 学 的 根本 问题 就 在 于 如 何在 可 构造 意义 下 给 四 实数 和 实数 连 
续 统 的 概念 。 因 此 ,直觉 主义 者 首先 引进 所 请“《 属 种 ” (species) 
的 概念 以 取代 康 托 意义 下 的 集合 概念 。 例 如 ， 只 要 能 给 出 一 组 
确切 的 .能 为 有 限 句 忱 辑 上 无 子 盾 的 语句 所 表述 的 规 则 工 , 很 据 工 
就 能 把 每 - -自然 数 一 个 接 一 个 地 ,无 正 境 地 构造 出 来 ,这 就 算是 给 
出 了 一 -个 全 体 自 然 数 的 属 种 。 进 --- 步 ，Brouwer 又 引进 了 “4 选择 
序列 ”的 概念 ， “在 任何 时 刻 ，--- 个 选择 序列 e 系 由 一 个 有 穷 的 
节 连 同 对 它 的 延伸 的 若 千 限制 组 成 ”如 此 ， 直 觉 主义 者 便 以 
“有 理 数 选 择 序 列 ” 取代 古典 分 析 中 的 有 理 数 柯 希 序列 往 念 ， 并 
称 之 豆 。 “实数 生成 子 。” 相 应 于 古典 分 析 中 把 实数 定义 为 有 理 
数 柯 希 序 列 等 价 类 ， 可 构造 意义 下 的 单个 实数 被 定义 为 实数 生成 
子 的 一 个 等 价 属 种 。 如 上 所 见 ， 妹 立 可 构造 性 实数 概念 设 有 实质 
性 困难 ， 其 原因 就 在 于 Cauchy ~ Weierstrass 的 整个 极限 论 建 基 
于 法 无 限 观念 。 因 而 在 实质 上 ， 站 觉 主义 者 在 此 不 过 是 在 能 行 性 
的 要 求 下 重新 陈述 柯 希 序列 而 已 。 就 是 说 ,在 术 应 的 陈述 下 ,对 于 
任 给 。 守 0， 必须 总 能 够 能 行 地 找 出 一 个 8>>0， 而 决 不 是 非 构 造 
性 地 存在 一 个 52>>0 等 等 。 

建造 直觉 主义 分 析 学 的 真正 困难 还 在 于 “ 移 造 性 连续 统 ” 概 
念 的 建立 ,其 原因 在 于 可 构造 性 至 多 只 有 潜 无 限 , 因 而 无 限 插 多 只 
有 一 个 层次 ,但 实数 却 有 不 可 数 多 个 ,对 于 可 数 泡 穷 来 说 万 是 两 个 
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不 同 层次 的 无 穷 ， 因 而 问题 不 单 是 以 潜 无 限 取 代 实 无 限 ， 而 要 把 
高 层次 的 无 穷 统 一 到 低层 次 的 无 穷 上 来 ，Heyting 对 此 指出 ， 
“如 所 周知 ,递归 实数 没有 穷尽 连续 统 ,递归 实数 是 可 数 而 连续 统 
是 不 可 数 的 。 Brouwer 曾 尝试 找 一 个 尽 可 能 与 普通 的 连续 统 接 近 
”的 构造 性 的 概念 。 他 为 这 个 问题 奋斗 终身 。 在 他 的 1907 年 学 位 论 
文中 ,他 引入 连续 统 作为 初始 概念 ,认为 人 有 连续 统 的 一 个 直观 
《时 间 的 直观 ) ， 乔 它 他 能 构造 -稠密 的 ,可 数 无 穷 的 标尺 ,连续 
统 上 的 一 个 点 是 用 这 标尺 的 点 的 一 收获 序列 定义 的 。” 但 是 ， 
Brouwer 一 恒 借 肋 于 时 间 的 直观 而 提出 连续 统 也 是 原始 直觉 的 说 
法 ， 就 显然 违背 了 次 觉 主义 者 的 基本 立场 ， 以 致 陷入 自 相 了 矛盾 的 
境地 。 直 到 1919 年 ，Brouwer 终于 利用 “ 展 形 ” (spread) 
概念 巧妙 地 建造 了 符合 构造 性 莫 求 的 连续 统 概念 。 其 中 关键 的 
一 步 就 在 于 不 再 是 先 实数 后 连续 统 ， 而 是 把 等 一 个 实数 同时 统一 
在 一 个 潜 无 限 的 构造 性 状态 之 中 ， 为 使 直观 图 象 简 革 明白 起 见 ， 
我 们 把 展 拒 连续 统 意 译 为 如 下 -个 通俗 易 懂 的 展 形 图 象 ， 并 在 解 
释 中 采用 二 进位 记 数 法 。 


图 8-2 


不 妨 把 上 图 所 示 的 这 个 展 形 连 续 统 还 解 为 一 柠 永 远 在 生长 着 
的 树 ， 共 生长 的 规则 是 先 由 树 根 长 出 两 枝 ， 每 枝 长 到 ~ 有 限 长 时 
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义 各 生出 两 枝 ， 以 此 类 推 , 水 无 止境 地 长 下 去 ， 每 个 开始 长 出 分 
核 之 处 称 为 “ 节 ?” ， 又 把 每 个 “ 节 ?” 生 出 的 两 枝 的 “和合 在 一 
起 称 为 一 “ 节 对 ”， 于 是 除去 树 根 的 那个 节 之 外 ， 每 个 节 都 在 一 
个 节 对 中 ， 现 把 每 个 节 对 中 的 一 个 节 记 为 0, 另 一 个 记 为 1; 不 允许 
同时 记 为 0 或 同时 记 为 1，0 与 1 称 为 节 的 标记 。 这 样 ， 从 任何 一 个 
节 到 它 紧 接 的 下 一 个 节 就 有 且 仅 有 0 或 1 两 种 选择 的 可 能 。 我 们 把 
树 根 以 下 的 一 个 节 开 始 一 个 接着 一 个 节 生 长 下 去 的 变 程 称 为 此 展 
形 树 的 一 个 分 支 。 如 果 把 任 一 分 支 中 从 第 一 个 节 的 标记 起 依次 记 
录 下 来 便 是 一 个 可 构造 意义 下 的 实数 一 进 表示 式 ， 反 过 来 ， 任 给 
一 个 可 构造 意义 下 的 实数 二 进 表示 式 ， 那 么 按照 上 述 方法 必 能 在 
此 展 形 树 上 找 出 一 个 分 支 ， 它 的 依次 相 接 的 节 的 标记 构成 这 个 可 
构造 实数 二 进 表示 式 。 在 这 里 要 注意 的 是 ， 可 构造 实数 二 进 表 示 
式 的 位 数 虽 然 可 以 无 止境 地 增多 ,但 却 总 是 有 限 的 ， 而 且 只 能 给 
到 于 一 位 算 到 哪 一 位 ， 因 而 完全 不 同 于 古典 分 析 中 实 无 限 意 义 下 
的 实数 二 进 表 示 式 的 含义 ， 

如 此 ， 直 觉 主义 意义 下 的 单个 实数 就 既 不 是 在 连续 统 生成 之 
前 ， 也 不 是 在 连续 统 生成 之 后 一 个 一 个 地 被 移 造 出 玉 ， 而 是 在 建 
造 出 实数 违 续 统 的 同时 构造 了 每 一 个 实数 反 过 来 ， 构 造 人 性 意义 
下 的 实数 连续 统 也 是 在 构造 出 每 一 个 构造 性 实数 的 同时 被 构造 出 
来 ， 从 而 直觉 主义 意义 下 的 连续 统 本 颇 与 每 个 实数 同时 处 在 能 行 
. 的 、 港 在 无 限 的 慎 构 造 状 态 中 。 这 就 真正 建造 了 直觉 主义 意义 下 
的 展 形 实数 连续 统 , 展 形 是 直觉 主义 数学 中 的 一 个 抽 蒙 罕 念 ,有 它 
广泛 的 普遍 性 ， Heyting 指 出 。“ 展 形 是 用 一 个 确定 对 选择 的 限 
制 的 规则 来 定义 的 。” 所 以 如 上 之 展 形 实 数 连续 统 只 是 借助 于 展 
形 概念 所 建造 的 一 个 具体 展 形 的 实例 。 而 直觉 主义 连续 统一 已 建 
成 ， 就 完全 改变 了 十 典 分 析 实 数论 的 面 通 ， 直 觉 主义 分 析 学 就 能 
在 它 的 基础 上 建造 起 来 了 。 

最 后 ， 让 我 们 略 提 人 们 对 于 直觉 主义 数学 的 一 般 评论 。 普 遍 
认为 直觉 主义 数学 所 坚持 的 方法 ， 本 来 也 导 尖 于 希望 异 此 排除 悖 
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论 的 考虑 ， 但 是 限制 过 大 ， 只 承认 一 部 分 最 保险 的 数学 被 抛弃 
合理 因素 太 多 ,但 联系 到 计算 机 数学 的 发 展 ， 构 选 论 方法 却 有 
重要 意义 。 洋 言 之 ， 有 如 下 几 点 评述 性 意见 ，- 

” 《一 》 能 行 性 问题 具有 十 分 重大 的 现实 意义 。 正 如 大 家 所 公 
认 的 在 使 用 电子 计算 机 时 ， 克 其 不 能 不 广 意 能 行 柱 。 

《二 》 直 觉 主义 数学 对 于 非 构 造 性 数学 和 传统 逻辑 的 绝对 排 
斥 是 错误 的 ， 这 种 绝对 排 坏 无 法 解释 后 者 在 一 定 范 围 内 的 应 用 上 
的 有 效 性 。 在 这 一 点 上 ， 直 沉 主 义 派 理所当然 地 遭 到 了 绝 大 多 数 
数学 家 的 反对 。 

(三 》 家 党 主义 派对 实 无 限 性 概念 的 绝对 排斥 也 是 不 符合 科 
学 认识 论 原则 的 ， | 

(四 ) “是 党 主义 因 反 对 十 典 过 状 ， 从 而 需要 把 整个 逻辑 及 
数学 全 副 改造 ， 连 人 们 日 常 认为 最 简单 、 最 上 明白 无 论 的 部 分 也 需 
重新 审查 ， 这 有 显然 是 一 件 非常 艰巨 的 工程 ， 再 由 于 直觉 主义 逻辑 
强调 能 行 性 ， 反 变 得 噜 味 、 不 方便 起 来 ， 从 而 这 个 数学 改造 运动 
极 慢 ， 几 乎 可 以 肯定 难以 成 功 。” 《参阅 莫 绍 把 著 《数理 逻辑 初 
步 为 1980 年 版 ) 


$4 酷 论 形式 公理 学 派 的 观点 和 主张 ~ 


长 期 以 来 ， 数 学 界 习惯 于 把 希 尔 伯 特 奉 为 形式 主义 流派 的 祖 
师 ， 往 年 我 们 也 是 跟着 那样 说 的 。 实 际 上 ， 那 是 一 种 历史 的 误 
解 。 形 式 主义 派 的 主张 和 希 尔 伯 特 的 数学 观 并 不 完全 相同 。 现 代 
形式 主义 者 Curry 曾 明确 指出 ，“ 有 许多 人 把 形式 主义 与 应 称 之 
为 希 尔 伯 特 主义 互相 等 同 起 来 ， 这 起 不 对 的 ，*” (有 关 详 细 论 述 
请 参考 胡 世 华 的 文章 《数理 哲学 中 的 形式 主义 和 柏拉图 主义 》》 

固然 着 尔 伯 特 确 兽 有 过 片面 强调 形式 的 倾 商 ， 例 如 他 曾 说 
过 ， “数学 思考 的 对 象 就 是 符号 本 身 ， 符 号 是 这 个 思考 的 本 质 ， 
它们 不 再 代替 理想 化 的 物理 对 象 。” 但 正如 区 reisel 在 分 析 “和 硕 尔 
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伯 特 规划 ”的 一 文中 所 指出 ， 殴 尔 伯 特 决 不 是 一 个 狂热 的 、 彻 廊 
的 形式 主义 者 。 ”， 

我 们 应 该 把 希 尔 伯 特 称 之 为 “形式 公理 学 派 ” 的 创始 入 ， 以 
与 《现代 形式 主义 者 ”这 一 概念 相 区 别 。 下 而 我 们 专 来 讨论 形式 
公理 学 派 的 观点 与 主张 ， 这 些 观点 与 主张 称 为 形式 公理 主 尽 或 着 
尔 伯 竺 主义 。 辫 分 条 列 述 如 下 ， 

《一 )》 就 “无 穷 观 ?问题 而 宕 :形式 公开 主 义 派 的 观点 是 认为 
古典 数学 中 那些 包含 着 “绝对 无 窍 ”《 实 无 有限》 概念 的 命题 确实 
是 “超越 人 们 直观 性 证 据 之 外 ”的 东西 ,在 希 尔 伯 特 与 Bernays 的 
1934 年 的 著作 中 兽 表示 过 这 样 的 意见 ，《* 交 实 无 穷 乃 是 通过 人 人 们 
心 知 过 程 被 插入 或 外 推出 来 的 概念 ……” 人 但 是 他 们 并 不 同意 直觉 
主义 者 由 于 这 样 的 理由 去 放弃 古典 数学 ， 包 桥 康 托 集合 论 ， 

二) 轻 然 肯定 了 实 无 限 概念 ， 也 号 镭 认 了 超 穷 集合 的 概 
念 ， 例如， 他 们 承认 全 使 自然数 作成 -个 完成 了 的 无 穷 集 合 。 
此 无 论 就 存 跨 论 域 或 无 了 眼 论 域 而 言 ， 他 们 部 主张 经 典 导 辑 里 的 
# 排 中 律 ” 是 普遍 有 效 的 。 希 尔 伯 特此 至 说 讨 ，“ 数 学 家 使 用 的 
排 由 律 就 象 活 文学 家 于 中 的 望 远 锚 此 样 重 要 ， 是 万 万 不 能 持 奔 
的 ， bi 

《三 》 他 们 主张 对 古典 数学 应 作 形 式 化 的 竟 定 ， 使 之 成 为 形 
式 公理 化 理论 ， 而 这 个 理论 本 嚼 必须 证 阴 是 协调 的 《无 了 水 盾 的 ) 。 
详细 点 说 ， 所 谓 一 个 数学 理论 的 形式 公理 化 ， 就 是 要 纯化 掉 数 学 
对 象 的 一 切 与 形式 无 基 的 内 容 和 和 解释， 使 数学 能 从 一 组 公理 出 
发 ， 构 成 一 个 纯 形 式 的 演绎 系统 .在 这 个 系统 中 那些 作为 出 发 点 
而 下 加以 证 明 的 命题 就 称 为 公理 或 基本 人 假设， 而 其 余 一 切 命 题 或 
定理 都 能 遵循 某 些 假定 的 形式 段 则 与 符 叶 逻辑 法 则 逐个 地 排 这 出 
米 。 所 谓 公 理 系 统 的 协调 性 ( 相 容 柱 》， 指 的 是 这 个 演绎 系统 中 
不 能 同时 包含 一 个 命题 和 它 的 否 命题 ， 

通常 把 实现 希 尔 伯 斩 主义 的 方案 叫 作 希 水 怕 特 规则 ， 其 基本 
内 容 有 以 下 几 点 : 
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C1) 证 明 古 典 数学 的 每 个 分 支 都 可 公 奸 化 ， 

《2)》 证 明 每 一 个 这 样 的 系统 都 是 完全 的 ， 即 三 意 一 个 系统 
内 的 可 表 命 题 均 可 在 系统 内 得 到 判定 〈 即 判定 其 为 俱 或 假 ) 。 

《3》 证 有 明 每 个 这 样 的 系统 都 是 协调 的 ， 

4) 证 明 每 一 个 这 样 的 系统 所 相应 的 模型 都 是 同 构 的 . 

(5》 寻找 这 样 的 一 种 方法 ， 借 其 于 它 ， 可 以 在 有 限 步 又 内 
判定 任 一 命题 的 可 证 明 性 ， - | 

《四 ) 凶 们 认为 验证 形式 公理 化 理论 扫 调 性 所 需要 的 “《 模 
间 ?” 不 能 取 自 感性 世界 或 物 理 世 界 。 他们 提出 了 以 “命题 证 了 明 
人 

一 门 数学 就 叫做 “元 数学 ”或 “证 表 论 ”。 关 于 元 数学 的 区 求 
是 ， 对 汉江 系统 的 计 多 规定 采用 物 先 论 二 方法 ， 了 对 扒 旬 规则 了 
定 用 “有 和 穷 主 尺 ? 的 方式 ， 不 得 牵涉 无 穷 的 集合 概念 。 就 这 一 点 
来 说 ， 其 方法 精神 是 和 辣 交 觉 主义 者 的 主张 相通 的 ) 

综 上 所 述 ， 可 知 希 尔 伯 特 主义 的 基本 主张 是 ， 一 方面 希望 保 
存 证 典 数学 的 本 概念 和 经 典 人 逆 辑 的 推理 原则 ， 特 别 是 那些 与 实 
无 限 性 帮 关 的 概念 租 方 法 ， 诸 如 无 窃 集 合 释 念 和 排 中 律 在 元 限 论 
域 于 的 使 用 等 等 。 但 艳 另 一 方面 ， 又 出 于 可 信和 性 考 感 ， 他 们 几乎 
和 直觉 主义 者 同样 地 认为 可 信人 性 只 合 在 于 有 限 之 中 ， 而 无 限 性 概 
念 不 过 是 理性 规定 而 已 。 因 此 他 们 丸 把 有 穷 永 尖 的 观点 众 彻 在 他 
们 的 元 数学 的 推理 规则 之 中 ，。 
事实 上 希 尔 伯 特 为 了 要 在 有 穷 永 义 可 信人 性 的 准则 下 保存 实 无 

要 观点 下 的 古 瞪 数学 与 经 典 逻 符 推 理 规 则 ， 不 得 不 把 全 部 数学 划 
分 为 “真实 数学 ”和 “ 理 机 数学 ” 两 大 娄 ， 凡 涉及 实 无 限 概念 和 
超 穷 推 再 方法 的 数学 孝 称 为 理想 数学 .项 尔 伯 特 规划 就 是 希望 通 
过 有 穷 主 义 的 构造 性 方法 (包括 递归 式 方法 ) 在 元 理论 研究 中 证 
明理 想 数学 的 协调 性 和 完备 性 ， 以 期 表明 实 无 限 丛 的 理想 化 成 分 
在 应 用 上 的 有 效 性 与 上 述 彰 限 性 观点 获得 统一 。 这 就 是 Kriesel 所 
指 岂 和 的， 希 尔 们 特 是 从 有 限 性 的 观点 出 发 来 理解 超 闪 方 法 之 应 
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用 的 。” 

但 是 ， 希 尔 伯 特 主义 想 把 全 部 数学 都 纳入 到 形式 公理 化 宏伟 
计划 中 去 的 企图 ， 已 经 由 哥 德 尔 1931 年 公布 的 “不 完备 性 定理 ?# 
所 指明 ， 那 是 永远 不 能 彻底 实现 的 ， 

可 德尔 的 定理 是 说 ，“ 每 一 个 充足 的 w 无 矛盾 的 算术 逻辑 L 都 
是 不 完全 的 。” 我们 建议 读者 最 好 去 阅读 M，AA，Arbib 在 19 64 
年 出 版 的 《人 脑 、 机 器 与 数学 》 一 书 的 第 五 章 ， 从 那里 可 以 看 到 
一 个 最 能 表明 哥 德 尔 定理 本 质 和 的 证 明 。 对 该 证 明 经 过 仔细 分 析 ， 
可 以 发 现 这 样 的 事实 ， 不 完全 性 的 结论 是 由 于 存在 一 对 不 能 判定 


的 命题 ( 妈 用 “ 闭 型 公式 ”表明 的 一 个 命题 及 其 否 命 题 ) , 而 这 


对 闭 型 公式 的 存在 力 是 由 于 存在 “ 韭 递 归 可 数 集 ” 的 原故 。 
因为 算术 逻辑 开 是 某 种 “递归 逻辑 ”， 而 “递归 性 ?” 是 一 种 
潜 无 限 概念 。 可 是 非 递归 可 数 集 @ 的 存在 性 决定 于 某 个 完成 了 的 


实 无 限 过 程 ， 因 此 ， 以 光 无 限 进程 概念 为 基础 作出 来 的 算术 逻辑 


工 之 不 能 完全 判定 8 中 之 全 部 元 素 ， 显 然 是 理所当然 之 事 。 其 
实 ， 哥 德尔 的 不 完全 性 定理 无 非 是 下 述 普 遍 命 题 的 一 种 精细 的 特 
殊 化 而 已 ，“ 总 存在 基 种 真 无 限 过 程 所 界定 的 无 穷 集合 (如 G0 等 
等 ， 其 全 部 内 容 昼 不 能 由 其 所 相应 的 任何 潜 无 限 进 程 (如 递归 
性 手续 等 等 ) 所 列举 或 判定 。，” 这 个 命题 可 以 叫 作 “无 穷 过 程 的 
层次 不 可 越 原 理 ”. | 

如 上 所 述 ， 哥 德尔 定理 的 出 现实 际 上 对 近代 形式 公理 学 派 的 
头 上 泌 了 一 杜 凉 水 。 公 理学 派 正 凿 因为 忽视 了 实 无 限 与 潜 无 限 渐 
者 间 的 本 质 区 别 ， 才 错误 地 认为 能 用 有 限 主义 的 方案 (如 递归 方 
法 等 ) 去 构造 出 种 种 形式 系统 以 表述 全 部 数学 真理 ， 

综 上 所 论 ， 可 知 近代 的 直觉 主义 者 与 公理 学 派 ， 都 因为 在 无 
限 观 上 出 现 了 片面 性 ，、 所 以 他 们 设想 重建 全 部 数学 基础 的 方案 ， 
自然 是 不 可 能 彻底 实现 的 ， 

按照 反映 论 的 观点 ， 数 学 理应 区 分 为 两 大 部 类 ， 一 类 是 “ 构 
造 性 数学 ”《 即 希 尔 伯 特 所 说 的 真实 数学 )， 另 一 类 是 “描述 
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性 数学 ” 《 即 希 尔 伯 特 所 谓 的 “理想 数学 ” 》- 前 者 不 与 实 无 限 
过 程 打 交道 ， 故 可 接 直 觉 主义 省 的 允 求 去 发 展 ， 但 后 着 论述 真 无 
限 过 程 ， 就 不 能 采取 有 穷 主义 的 观点 去 行事 。 这 里 还 必须 指出 的 
是 ， 数 学 的 抽象 形式 开 现 力 是 有 限度 的 。 抽 象 概念 本 半 总 是 捞 有 
某 种 片面 性 和 优化 性 ， 所 以 数学 理论 的 发 展 绝 不 能 自 对 于 抽象 的 
形式 框架 里 。 事 实 上 ， 数 学 的 真理 性 并 不 存在 于 形式 演绎 系统 的 
严格 证 明星， 前 归根 结 蒂 妥 通过 与 物质 世界 相连 系 的 实践 过 程 去 
验证 。 


$5 关于 三 大 流派 的 简短 评论 


现代 的 数学 发 展 史 已 经 表明， 三 大 流派 对 二 十 迭 纪 的 数学 进 
尾 有 着 不 同 程度 的 推进 作用 。 事 实 上 若干 理论 数学 分 支 ， 所 以 能 
取得 现今 的 面貌 ， 都 是 与 上 述 请 流派 的 积极 影响 作用 分 不 开 的 . 

但 是 ， 诬 该 指出 ， 三 个 流派 有 个 痊 同 弱点 :他们 全 者 忽视 数 
学 科学 对 象 内 容 的 客观 实在 性 ， 不 承认 数学 对 象 题材 的 真正 源泉 
是 物质 世界 。 例 如 ， 他 们 把 友 映 客观 真理 的 数学 曾 分 别 强 调 为 
“纯粹 心智 的 构造 ”、“ 纯 理性 思维 的 产物 ”、“ 髓 由 选 定 的 符 
号 语言 ?等 等 、 总 之 ,在 他 们 看 来 ， 数 学 仿佛 是 独立 于 客观 物质 世 
界 的 某 个 思维 王国 中 约 自 由 乐 网 。 所 以 尽管 他 们 之 间 的 意见 观点 
有 很 大分 层 ， 蕉 至 相左 反击 ， 亿 不 过 蚌 对 修建 这 块 自由 乐园 各 有 
不 同 的 主张 与 行动 规划 而 已 。 

不 难 列举 出 三 大 数学 流派 在 唯心 论 哲 学 阵容 里 的 相应 支柱 和 
宗师 .似乎 特别 明显 的 是 ,公理 主义 派 无 疑 是 康德 主义 ( 政 antism) 
与 “4 唯 理论 2 的 信 球 者 ,此 派 在 数学 主张 上 的 实际 表现 是 ， 
“理性 给 自然 制定 规律 而 不 是 自然 界 给 我 们 制定 规律 ”， 

我 们 知道 ， 在 唯物 主 尺 和 经 验 批判 主义 》 一 书 的 第 五 章 中 ， 
列宁 曾 深 肇 地 揭示 了 物理 学 唯心 论 的 根源 。 看 来 真是 非常 峻 巧 ， 
我 们 只 需 借 用 列宁 的 语句 ， 即 癌 相 应 地 用 以 说 明 数 学 唯心 论 的 
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主要 根源 ，《 1 ) 数学 上 的 唯心 论 是 数学 的 进步 本 身 所 产生 
的 。 数 学 的 巨大 成 就 ， 以 及 对 于 这 种 同 质 的 与 纯粹 的 数学 对象 
(这 种 对 象 的 形式 结构 规律 可 以 用 逻辑 来 表现 》 的 模 守 ， 产 生 了 
数学 家 对 于 物质 世界 的 遗忘 。“ 数 学 的 实在 内 容 消 失 了 ”， 只 剩 
下 一 些 形式 符号 所 编列 成 的 逻辑 框架 了 了 。 在 新 的 发 展 阶段 上 ， 采 
用 新 的 符号 逻辑 工具 《如 元 数学 、 递 归 前 数论 等 ) ， 仿 佛 得 到 了 
旧 的 康德 主义 的 信念 ， “理性 以 规律 授 于 自然 ”。 《2 ) 产生 数 
”学 唯心 论 的 另 一 原因 ， 是 人 们 知识 的 相对 性 原理 。 这 个 原理 在 旧 
理论 章 到 危机 时 期 (例如 集合 论 之 “ 迟 论 ”造成 的 危机 以 及 网 氏 
儿 何 之 “唯一 先 验 形式 ”神话 的 破产 ) 以 特殊 力量 强加 于 数学 家 
们 ， 而 且 这 个 原理 一 一 如 果 不 懂 得 辩证 法 一 一 将 必然 引导 到 唯心 
论 ， 


还 应 指出 的 是 ， 虽 然 三 大 流派 的 基本 观点 互相 对 立 ， 分 歧 很 ， 
大 ， 但 是 他 们 对 于 整理 和 重建 数学 系统 的 实际 作法 ， 确 实 又 有 相 
反 相 成 之 处 。 即 就 现代 充分 发 展 了 的 “元 数学 ?” 来 看 ， 这 三 大 派 
的 方法 论 观点 ， 就 巳 经 明显 地 表现 出 互相 依赖 、 互 相 渗透 的 特 
点 。 例 如 形式 系统 的 无 矛盾 性 问题 导致 证 明 论 的 研究 ， 而 证 明 论 
又 颁 借 助 于 递归 函数 论 方法 (或 “有 穷 方 法 ”》， 可 是 递归 算法 
这 种 思想 正 是 直觉 主义 者 的 观念 。 另 一 方面 ， 直 觉 主义 者 从 事 于 
构造 性 数学 以 及 多 和 辑 主 义 者 讨论 他 们 的 演绎 系统 ， 也 都 采用 了 公 
理学 派 的 方法 。 诸 如 此 例 ， 无 需 一 一 列举 。 

最 后 ， 我 们 对 三 大 流派 总 的 估价 是 ， 他 们 确实 各 有 所 偏 ， 各 
有 所 见 ， 固然 他 们 对 待 数 学 本 体 论 的 见解 是 不 足 到 的 ， 但 在 方法 
论 上 却 各 有 重 要 贡献 ;特别 是 直觉 主义 者 的 方法 论 和 形式 公理 
学 派 的 思想 方法 ， 还 值得 进一步 分 析 、 探 讨 、 继 承 并 发 展 。 


第 10 讲 略 论 数学 发 明 创造 的 
心智 过 程 
$ 1 。 何谓 数 学 上 的 发 明 或 创造 ? 


数学 对 象 入 数学 真理 具有 客观 性 ， 所 以 对 待 数学 上 的 创造 性 
新 成 从 ,有 种 川 发 现 来 代 罕 恬 明 一 鹿 。 例 如 人 们 常 说 :“ 生 顿 和 莱 
布 尼 艾 发 现 了 微 积分 原理 《 盈 微 积分 些 本 定理 》。” 这 就 是 因为 
原理 的 存在 是 客观 的 。 但 是 人 们 也 常 说 ， “他们 发 明了 微 积 分 
学 。” 这 话 也 说 得 通 ， 因 为 微 积分 学 中 的 一 系列 符号 表示 方法 和 
计算 法 则 大 由 他 们 创造 的 。 这 些 都 带 有 人 为 制作 的 性 质 ， 所 以 也 
不 妨 岂 作 发 明 ， 一 : 般 说 来 ， 技 术科 学 领域 中 的 创新 因 作 发 明 ， 自 
然 科 学 领 威 中 原理 的 砚 得 叫 作 发 现 。 至 于 在 数学 领域 中 ， 发 现 和 
发 明 两 词义 经常 洪 用 了 ， 如 果 按 照 极端 主义 者 人 Kronecker 的 说 
法 ，“ 数 学 上 只 有 级 然 数 是 上 帝 创 造 的 ， 共 祭 一 切 都 是 人 为 的 。? 
刷 末 数学 上 的 一 切 创新 或 发 现 都 可 叫 作 发 明了 ， 但 是 这 位 直觉 主 
尺 先 驱 者 的 观点 是 明显 地 违反 反映 论 原 理 的 ， 故 不 是 为 训 ， 

数学 上 界定 的 大 量 重 要 梳 念 和 引入 的 许多 巧妙 构 届 确实 是 人 
脑 的 能 动 性 产物 ， 故 把 它们 称 作 发 明 或 创造 是 很 合适 的 。 例 如 ， 
实现 允 值 复 变 隙 数 单 从 化 的 笋 曼 面 表示 法 就 是 一 种 巧妙 的 发 明 ，。 
又 例如 高 斯 一 租 让 德 的 最 小 二 对 法 ， 庆 卡 菜 的 非 欧 几 何 模型 ， 
A .Robinson 的 非 标 准 分 析 等 等 都 可 叫 作 发 明 或 创造 。 

一 般 说 来 ， 凡 在 数学 土 创立 新 往 念 、 新 理论 、 新 模型 ， 提 出 
新 方法 ， 证 明 新 定理 等 ， 都 可 叫 作 数学 领域 中 的 发 明 或 创造 。 

粗略 说 米 ， 数 学 上 的 发 明 创造 有 两 类 ， 一 类 是 首创 性 的 或 开 
拓 性 的 发 明 创 造 ， 即 基本 上 不 依 头 主 或 较 少 依赖 于 既 有 成 果 的 革 


177 


种 开拓 新 领域 的 工作 。 例 如 解析 几何 的 发 明 、 微 积分 的 发 明 、 群 
论 的 创始 、Kammer 理 想 数 论 的 提出 以 及 前 一 段 中 提 到 过 的 者 干 
例子 都 属于 这 一 类 。 另 一 类 是 继承 性 的 创造 。 这 主要 是 指 那些 在 
前 人 已 经 建立 了 的 重要 成 果 基 础 上 所 作 的 发 展 性 或 改进 性 的 工 
作 。 例 如 ， 现 代数 学 文献 上 所 见 到 的 绝 大 部 分 工作 成 果 都 属于 这 
一 类 。 当 然 ， 发 展 性 的 工作 中 有 时 也 会 出 现 阶段 性 的 飞跃 或 突 
破 ， 这 又 必然 带 有 首创 性 的 因素 。 所 以 关于 创造 性 成 果 的 分 莱 ， 
只 能 有 一 条 模糊 的 界线 ， 


$2 庞 卡 荣 关于 数学 创造 的 论点 


论 卡 菜 (Poincaré§ 1854 一 1912》 是 位 举世 闻 名 的 博学 多 产 
的 数学 家 和 物理 学 家 ， 他 的 思想 活 淡 而 丰富 。 他 曾 以 自己 发 现 福 
克 斯 函数 的 经 历 为 例 表 述 过 数学 创造 的 心智 活动 规律 。 其 实 他 所 
论述 的 也 是 一 般 科 学 创造 的 心智 过 程 。 他 有 如 下 一 些 论点 ， 

《一 》 无 论 是 数学 还 是 物理 科学 ， 其 发 明 或 发 现 的 方法 都 是 
相似 的 。 所 谓 发 现 或 发 明 无 非 就 是 一 种 “选择 ”而 已 。 正 象 在 物 
理科 学 领域 中 ,选择 “可 发 现 定律 之 事实 ”, 乃 是 完成 各 项 发 现 的 
重要 关键 那样 ， 数 学 的 发 明 就 是 要 在 数学 事物 的 无 穷 无 尽 的 组 合 
之 中 ， 选 择 出 有 用 的 组 合 ， 抛 弃 无 用 的 纽 合 ， 从 而 取得 有 用 的 新 
成 果 。 庞 卡 某 曾 形 象 地 把 存在 于 人 脑 填 的 种 种 数学 思想 或 概念 叫 
作 “观念 原子 ”。 它 们 都 是 一 群 原来 挂 在 墙 上 的 带 金 子 的 原子 。 
在 开动 脑子 机 器 后 ， 成 妊 的 观念 原子 便 在 空中 鹿 裔 起 舞 。 原 子 间 
的 相互 组 全 将 能 产生 新 的 观念 原子 .但 是 组 全 方式 是 无 穷 无 尽 的 ， 
只 有 通过 某 种 美妙 的 选择 形成 的 结合 组合 ) 才能 产生 出 极为 有 
用 的 新 观念 原子 ， 世 印 形成 数学 上 有 用 的 新 奶 想 或 新 概念 。 

《二 )》 选择 能 力 决 定 于 数学 直觉 。 试 间 。 人 大脑 为 什么 能 名 将 
表面 上 看 来 并 无 联系 的 一 对 观念 原子 结 台 起 来 产生 一 个 新 而 有 用 
的 概念 呢 ? 原因 就 在 于 人 们 头脑 里 存在 着 一 种 关于 数学 秩序 的 直 
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觉 ， 也 即 关于 数学 事物 关系 各 谐 狂 的 直觉 这 种 所 谓 的 “数学 直 
觉 ” 让 是 赖 以 对 无 穷 无 尽 的 组 全 (或 观念 原子 的 结合 方式 ) 中 作 
出 有 用 选择 的 一 种 鉴别 能 力 ， 

虎 卡 青 认为 ， 有 些 人 具有 起 好 的 记忆 力 ， 但 是 上 述 的 数学 直 
觉 力 不 强 ， 所 以 虽然 能 够 学 会 和 掌握 数学 ， 但 却 无 力 创 造 。 相 
反 ， 男 一 些 人 虽然 记忆 力 并 不 极 佳 ， 但 却 具有 很 强 的 烙 学 直觉 


” 力 ， 因 此 ， 这 种 人 能 有 所 发 现 和 创造 。 林 以 说 ， 一 个 人 的 直觉 力 


的 多 突 将 决定 他 创造 成 绩 的 大 个， 

阿达 玛 ({Hadamard 1885 一 1963》 曾 发 展 了 庇 卡 莱 的 学 说 ， 
在 他 所 著 《数学 领域 的 发 明 心 理学 》 一 书 中 《有 法 文本 和 和 商 文 
本 》， 曾 详尽 地 论述 了 选择 能 刀 的 基础 “数学 直觉 ”的 心理 
学 要 素 。 阿达 玛 认为 数学 直觉 的 本 质 就 是 某 种 “美的 意识 交 或 
“美感 ”。 其 实 这 就 是 对 于 数学 事物 间 存 在 着 的 某 种 隐 微 的 和 谐 
性 关系 与 牧 序 的 直觉 意识 。 这 种 美的 意识 力 越 强 ， 发 现 和 辨认 隐 
微 的 和 谐 关系 的 直觉 力 也 就 越 强 ， 从 而 选择 能 力也 就 越 强 . 

(三 ) 数学 直觉 导致 “最 佳 选择 ”的 心智 活动 形式 为 顿悟， 
而 顿 情 产 生前 存在 着 一 个 未 被 清楚 地 意识 到 的 “无 意识 过 程 ”， 
无 意识 的 活动 过 程 是 受 着 美 前 意识 支配 的 ， 它 是 酝酿 着 最 佳 选 摔 
或 美妙 选择 的 契机 ， 所 以 无 意识 活动 或 大 脑 的 不 自觉 工作 终 将 鼻 
致 突然 的 彻 悟 即 顿 悟 的 出 现 ， 

但 是 无 意识 过 程 往 往 产 生 于 长 入 的 自觉 工作 之 后 ， 息 如 没有 
自觉 的 工作 阶段 , . 即 缺 少 有 意识 地 自觉 地 开动 大 脑 机 器 的 阶段 ， 
则 上 申 挂 在 墙 蹄 上 的 那些 有 物 子 的 * 观 念 厌 子 ”, 就 不 能 被 动员 起 来 


”使 之 饥 亡 起舞; 从 重 也 就 谈 不 到 有 任何 相 异 的 “观念 原子 * 互 相 结 


合 的 机 会 ,当然 也 就 更 不 会 有 什么 组 合 的 选择 可 言 。 
总 之 , 涛 是 事先 设 有 自觉 的 工作 和 有 意识 的 劳力 , 则 天 脑 中 也 
会 存 无 意识 的 话 动 和 不 让 觉 的 工作 ， 因 而 世 不 会 有 顿悟 出 更。 
那 束 为 什么 无 意识 活动 过 程 能 产生 有 用 的 顿悟 《 即 观念 组 合 
的 最 优选 择 》 呢 ? 这 是 因为 对 于 事物 关系 和 谐 性 的 美感 《或 美的 
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总 识 》 能 力 在 无 意识 的 心智 状态 下 可 以 免除 任何 条 条 组 框 的 限 
制 ， 能 最 自由 地 、 从 容 不 所 地 去 作出 鼠 优 选择 的 原 襄 ， 

不 只 是 数学 创造 ， 即 使 象 文 学 艺术 领域 的 创造 性 灵感 或 顿 
委 ， 也 往往 产生 于 无 意识 活动 阶段 。 例 如 中 国 宋代 大 文豪 欧阳 修 
. 谈 到 过 所 谓 “三 上 文章 ”的 经 验 ， 他 的 -…- 些 文 堂 作品 的 构 息 往往 
产生 于 丽 上 、 马 上 和 村上 。 这 就 是 说 ， 王 是 在 画 上 、 蕊 工 或 枕 上 
的 时 候 ， 畦 别 有 箱 于 欧阳 修 的 文学 思维 进入 无 意识 院 段 ， 从 而 能 
产生 暴 美 妙 的 文 四 或 灵感 ， 类 似 于 科学 研究 中 的 顿悟 。 事 实 上 ， 
枕 上 能 形成 科学 发 明 的 顿悟 现象 ， 科 学 史上 也 不 过 其 例 ， 例 如 偿 
卡尔 解析 几何 的 萌芽 刀 想 即 产 生 于 闫 翌 桃 上 初 醒 的 时 想 ， 

很 显然 ， 虎 卡 莱 与 阿达 玛 关于 数学 创造 的 心智 活动 过 程 吊 伪 
4“ 匹 意识 活动 ”的 理论 ， 力 是 对 心理 学 上 顿 合 形式 的 深入 阐发 。 
怨 们 的 有 关 论 述 ， 对 现代 心理 学 的 研究 工作 者 有 相当 影响 。 他 们 
的 一 系列 论点 多 少 盖 最 了 自觉 工作 与 不 自沉 的 工作 、 有 章 误 的 努 
力 与 无 意识 活动 之 间 的 辩证 关系 ， 应 该 说 ， 在 科学 哲学 上 是 有 持 
合理 性 的 一 面 。 

往年 有 些 人 往往 把 庆 卡 菜 一 阿达 更 基于 数学 创造 的 心智 活动 
学 说 ， 当 作 是 纯粹 唯心 论 的 东西 看 待 ， 固 面 不 收 多 你 介绍。 看 来 
这 是 一 种 不 必要 的 误会 。 


$3 略 谈 数学 创造 的 一 般 心 智 过 程 


上 一 节 中 谈 到 了 有 意识 工作 的 重要 性 。 用 席 卡 莱 的 话 末 说 ， 
只 有 自觉 的 有 意识 的 工作 才能 驱使 * 观 念 原子 ”飞舞 起 来 ， 并 通过 
观念 原子 间 的 结合 产生 出 新 的 思想 或 有 用 概念 。 若 接 现 代 创造 发 
”有明 学 的 观点 来 说 ,就 是 要 积极 开动 大 脑 机 器 ,掀起 所 谓 “ 脑 风 妖 ”， 

脑 风 疑 常常 出 现在 心理 学 上 所 谢 的 * 烘 热 斯 * 。 那 是 一 种 在 
脑海 中 迅猛 地 诈 现 出 种 种 现象 、 联 想 、 猪 想 、 笨 设 和 非 逻辑 思维 
的 心智 活动 形态 。 
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大 脑 思 维 运动 的 烘 热 其 或 脑 风 暴 不 能 立即 产生 ， 一 般 至 少 锅 
机 精神 贰 注 地 和 连续 工作 一 两 小 时 或 两 三 小 时 才能 承 步 形成 。 
存 效 的 脑 风 纵 必须 连 系 芥 一 个 明确 的 目标 一 -如 需要 解决 村 


”个 数学 问题 ， 或 希 训 取得 茶 种 数学 发 现 等 日 标 。 一 般 说 来 ， 开 及 


脑 风 暴 的 目的 性 越 强 ， 闪 效果 便 越 好 ， 这 是 -小 分 显然 各， 脑 风 暴 
所 连 系 的 日 标 或 日 的 ， 将 成 汶 思 维 运 动 的 联系 中 心 ， 于 嘴 脑 海中 
注 现 出 米 的 开 想 、 猪 想 、 假 设 和 一 团 非 逻辑 思维 将 会 围绕 该 中 心 
展开 ， 从 而 有 利 汪 解决 问题 达到 香 标 。 

根据 发明 心理 学 ”的 人 研究， 在 脑 风 疑 的 初始 阶段 通常 只 能 
涌现 出 一 系列 于 分 平凡 的 进 档 、 观 念 及 其 组 合 ， 而 这 些 显 耐 蕊 见 
池 观 念 及 共 纽 合 往往 并 不 能 帮助 解决 问题 ， 因 此 费 想 获得 创造 或 
发 现 ， 还 必须 使 脑 风 蚁 坚持 进行 下 去 。 比 方 说 ， 使 脑 反 暴 持 续 现 
全 小 时 或 一 个 半 小 时 ， 则 最 后 半 小 时 就 可 能 出 现 寥 密 匹 几 的 或 根 
为 罕见 的 新 思想 或 新 观 您 ， 可 是 它们 却 是 较为 深刻 的 盐 至 可 能 是 
有 有 助 于 解决 问题 的 中 想 或 观念 。 

根据 论 卡 柴 和 阿达 玛 的 学 说 ， 彻 底 解 决 问题 的 新 思想 或 新 观 
人 钨 (或 所 谓 顿 司 》 通 常 未 必 出 现在 脑 风 暴 进 行 之 际 ， 而 往往 产生 
在 脑 风 色 平 让 之 后 的 无 意识 活动 阶段 ， 上 一 节 由 已 经 详细 地 简明 
了 无 意识 过 程 对 选择 观念 组 合 的 畦 殊 重 要 作用 《光合 识 过 程 或 无 
意识 境界 并 末 让 一 切 观 念 蒜 节 都 停止 了 活动 ， 而 通过 审美 意识 选 
择 出 来 的 个 匣 观 念 式 子 间 的 奇妙 组 合 却 会 给 出 三 用 的 顿悟 》。- 

一 般 说 来 ， 顿 剧 只 是 帮助 数学 研究 工作 者 形成 合理 的 设想 或 
稍 测 ， 询 要 实现 设想 或 验证 猪 想 还 须 继续 进行 有 意识 的 工作 甚至 
是 艰巨 的 工作 。 册 此 要 完成 数学 上 的 任何 创造 或 发 明 ， 通 常 总 须 
从 看 意识 的 工作 开始 ， 最 后 还 须 用 有 意识 的 工作 来 结尾， 

那 末 ， 是 答 任 向 创造 发 班 过 程 都 必定 包含 闭 无 意识 的 活动 过 
程 呢 ? 换 肖 之 ,光合 识 作用 起 不 是 发 明 创 造 的 必 旨 条件 呢 ? 务 来 
来 必 如 卡 。 国 然 数 学 上 的 创造 式 发 妥 往 入 联系 着 新 思想 、 新 方法 
或 新 概念 的 提出 或 引入 ， 而 笑 新 的 息 息 、 概 念 或 方法 又 往往 来 源 
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于 顿 情 : 但 是 顿 司 既 可 能 产生 于 无 意识 活动 阶段 ， 也 可 能 形成 于 
脑 风 暴 进行 的 末尾 .。 

从 事 创造 性 活动 的 数学 工作 者 ， 茎 要 着 于 进行 发 散 思维 ， 又 
要 善于 进行 收敛 思维 ， 发 散 轩 维 是 一 种 取得 合理 设想 或 落 想 的 甩 
维 形 式 ， 它 包括 着 联想 、 想 象 . 模 拟 , 类 推 和 直观 推理 《又 称 似 真 
推理 》 。 显 然 在 脑 风暴 进行 过 程 中 ， 发 散 思 维 扮演 着 主要 角色 。 

因为 数学 创造 可 分 为 取得 合理 设想 和 验证 合理 设想 两 个 基本 
阶段 ， 而 验证 主要 是 靠 合理 的 逻辑 思维 ， 也 就 是 收 和 分 思维， 所 以 
富 于 创造 力 的 数学 家 还 必须 是 擅长 于 收 误 思维 的 高 手 。 

但 是 ,一 般 说 来 ,数学 上 的 新 思想 、 新 概念 和 新 方法 往往 来 源 
于 发 散 思维 ,所 以 按照 现代 心理 学 家 的 见解 ,数学 家 创造 能 力 的 大 
小 应 和 他 的 发 获 思 维 能 力 成 正比 。 详 细 说 来 ,任何 -- 位 科学 家 的 创 
造 能 力 可 用 如 下 公式 来 估计 ， 

创造 能 力 = 知识 量 x 发 散 思 维 能 力 

这 个 公式 有 一 定 的 道理 ;因为 知识 量 越 大 , 则 刁 种 ,类比 ,想象 的 领 
城 就 越 广 ,从 而 产生 出 新 妓 想 .新 概念 和 新 方法 的 机 会 也 就 越 多 ， 
所 以 科学 家 (包括 数学 家 ?的 创造 能 力 又 周 他 的 知识 量 成 正比 ， 事 
实 上 ， 很 难 设想 知识 面 极 狭窄 的 学 者 能 有 多 大 发 用 创造 能 力 ， 

劣 散 思维 是 以 感觉 或 直觉 为 基础 的 非 逻 辑 思 维 形态 ， 所 以 在 
数学 创造 性 思维 过 程 中 ， 它 是 一 种 不 严格 的 思考 方式 或 方法 。 数 
学 必须 要 求 精确 而 严格 ， 所 以 粮 曼 过 数学 教育 囊 陶 的 人 又 往往 会 
排斥 或 久 视 不 严格 的 发 散 思 维 形式 。 但是， 真正 具有 数学 创造 力 
的 科研 工作 者 ， 接 照 前 面 介绍 的 公式 来 看 ， 就 必定 是 既 善 于 严格 
思维 又 善于 不 严格 思维 的 人 人 。 事 实 上 ， 由 前 面 的 详尽 分 析 早 已 能 
驶 得 出 结论 ; “数学 创造 往往 开始 于 不 严格 的 发 散 思 维 , : 而 继 之 以 
“严格 的 逻辑 分 析 思 维 ， 即 收敛 思 维 ? 。 

仔细 说 来 ， 数 学 创造 的 心智 话 动 过 程 是 异常 复杂 的 。 要 隔 明 
一 些 过 程 细节 ， 非 前 析 实例 不 可 。 但 为 了 节省 篇 幅 ， 此 处 仅 就 一 
般 心智 过 程 赂 作 介绍 而 已 ， 
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